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Capitulo 1

Introduccion

La econometria consiste, principalmente, en la aplicacion de métodos estadis-
ticos. Su uso se ha extendido ampliamente en los tltimos anos debido a que la
disponibilidad de datos ha crecido exponencialmente en tiempos recientes. Su
aplicabilidad abarca una amplia gama de campos que van desde la economia,
politicas ptublicas, salud y muchos otros. El propdsito de estas notas es guiar
el planteamiento adecuado de un andlisis empirico. Haremos énfasis en el al-
cance y limitaciéon de dichos analisis, distinguiendo bajo que condiciones debe
ser entendido como un andlisis descriptivo y cuando como una estimacién
causal.

En las primeras secciones exploramos herramientas metodolégicas cominmente
empleadas para llevar a cabo un andlisis empirico. Empezamos por hacer una
breve revisién de términos estadisticos importantes. Dedicamos varias paginas
al método de Minimos Cuadrados Ordinarios, siendo la herramienta econo-
métrica mas cominmente utilizada al hacer andlisis que involucra explorar la
relacién entre un resultado y una o muchas variables explicativas. Detallamos
también como incorporar estructuras méas complejas de informacién, como los
datos panel. Con ello, revisamos estimaciones de primeras diferencias, efectos
fijos y efectos aleatorios. Después, exploramos los métodos de méaxima ve-
rosimilitud que, en su mayoria, se caracterizan por utilizar como resultado
una variable categérica. Finalizamos esta primera parte de las notas revisando
algunos métodos no paramétricos, como son las densidades y regresiones
kernel. Al revisar estos distintos métodos establecemos las bases necesarias
para la segunda parte de estas notas.

El segundo grupo de secciones se enfoca en el planteamiento adecuado de un
analisis causal. Frecuentemente, las preguntas de mayor interés en economia
aplicada suelen involucrar el andlisis del efecto causal que tiene una variable
sobre otra. Por ejemplo, podemos estar interesados en el efecto de la imple-
mentacién de una politica educativa sobre la escolaridad, el efecto de shocks
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en el tipo de cambio sobre decisiones de consumo de los hogares, o el efecto
de aplicar fertilizante sobre la eficiencia en produccién agricola de los hoga-
res. Para esto, es importante poder aislar el efecto del cambio en una variable
sobre otra, evitando que cambios en variables relacionadas puedan afectar o
confundir dicho andlisis. Para ello, empezamos por explorar los experimen-
tos aleatorizados, entendidos como el método que econométricamente logra
establecer dicha relacion causal de la forma més limpia posible. Posteriormente,
entendiendo que los experimentos aleatorizados no son adecuados o posibles de
implementar en muchos contextos, dedicamos los 1ltimos capitulos a explorar
métodos cuasi-experimentales. Vemos como los métodos de variables ins-
trumentales, diferencias en diferencias y regresion discontinua plantean
distintos supuestos para simular la existencia de un experimento y asi estimar
efectos causales. En cada capitulo respectivo, buscamos establecer claramente
los supuestos y limitaciones de estos métodos para promover un uso responsable
y riguroso de ellos.

Busco con estas notas transmitir que la econometria, utilizada de forma correc-
ta, es una herramienta que tiene el potencial de dar evidencia que contribuya
a avanzar nuestro conocimiento. Nos puede permitir entender la relaciéon entre
variables relevantes: jcudl el efecto que un ano adicional de escolaridad puede
tener sobre el ingreso?, ;cémo choques de salud en la infancia pueden afectar-
nos para toda la vida?, ;jcémo podemos estimar una elasticdad de la demanda?
Puede tambien ayudarnos a basar en evidencia bien construida la implementa-
cién de politicas publicas, estrategias de marketing y programas de ONGs para
poder tomar decisiones informadas.



Capitulo 2

Repaso de Estadistica

La base necesaria para la econometria consiste en tener un entendimiento im-
portante de algunos fundamentos de probabilidad e inferencia estadistica.
Esta seccién hace un repaso no exhaustivo de algunos conceptos fundamentales
que emplearemos. Se recomienda, sin embargo, que aquellos que no se sientan
cémodos con alguos fundamentos basicos hagan una revisiéon de dichos concep-
tos para fortalecer su entendimmento de los temas vistos posteriormente. Crash
course statistics es una referencia ttil y facilmente accesible para aquellos que
quieran hacer un repaso de conceptos basicos de estadistica.

2.1. Probabilidad

Esta seccién consiste es un repaso muy breve y general de conceptos de proba-
bilidad que se utilizaran a lo largo del curso'. En general, cuando hablamos de
probabilidad es usual distinguir entre variables discretas y continuas. En térmi-
nos practicos, las variables discretas son aquellas que toman un pequefio niimero
de valores posibles. Por su parte, las variables continuas son aquellas que pueden
tener un nimero infinito de valores posibles. Usualmente, se les identifica como
variables que toman un valor dentro de cierto rango de valores posibles.

Las variables suelen ser descritas por una funcién de densidad (pdf), la
cual describe la probabilidad de que una variable tome cierto valor: f(x]) =
P(X = z;) = p; . Dicha funcién de densidad suele estar ligada a la funcién de
densidad acumulada (cdf), que describe la probabilidad de que una variable
tenga un valor menor o igual a cierto nimero: F(z;) = P(X < ;).

Cuando involucramos en nuestro andlisis mas de una variable, es comtn hacer
referencia a la funcién de densidad conjunta: fxyy(mj, yp) = P(X = T, Y =

LAquellos alumnos que sientan que necesitan un repaso més a detalle, se recomienda que
revisen el capitulo 2 del Stock y Watson o el apéndice B del Wooldridge.
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Yyy,) v ala funcién de densidad marginal: fy(z;) = P(X = z;). En el caso en
que las variables X y Y sean independientes: fxy = (2;,y;) = fx(2;)fy (y)-

Asimismo, con mas de una variable, serd comiin referirnos a la densidad con-

dicional: fyy(ylz;) = %ZJ])W . [En adelante, para simplificar tinicamente

utilizaremos z en vez de z; y y en vez de y,,. El tinico proposito de utilizar z; y
Y, era para indicar que son valores especificos, i.e. algiin nimero. En adelante,
cuando utilicemos mintusculas estaremos haciendo referencia a valores especifi-
cos.]

Valor esperado. El valor esperado es una medida de tendencia central. Si X
es una variable discreta que toma k distintos posibles valores, tendremos que:

Asimismo, en el caso continuo:

Blx) = [ : vf()

Propiedades del valor esperado:
s FE(a) = a, donde a es una constante
» BE(aX+bY +¢)=aE(X)+bE(Y)+ ¢, donde a, b, ¢ son constantes

Varianza. La varianza describe, en promedio, que tan lejos suele estar una
variable del valor esperado (uy = E(X)).

0% =Var(X) = B[(X — ux)?| = B(X?) — u%
La desviacién estandar es simplemente:

ox =+ Var(X)

Propiedades de la varianza:
» Var(a) =0
» Var(aX +b) = a®*Var(X)
s Var(aX £bY) = a?Var(X) + v*Var(Y) + abCov(X,Y)

Covarianza. La covarianza mide la relacién entre dos variables. Una covarianza
positiva indica que ambas variables suelen moverse en la misma direccion. Una
covarianza negativa indica lo contrario (uy = E(Y)))

oxy = Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — piy)]

Propiedades de la covarianza:
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s Cov(X,Y)=0si X yY son independientes
s Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y), donde a, b, ¢, d son constantes

El coeficiente de correlacion es simplemente: py y = corr(X,Y) = %
) X°Y

2.2. Notacion

El analisis econométrico empirico generalmente involucra llevar a cabo una in-
ferencia a partir de los datos a los cuales se tiene acceso (la muestra) acerca del
comportamiento de cierta poblacién. Obtener muestras representativas de la
poblacién acerca de la cual se busca aprender algo es fundamental y suele ser en
un tema a desarrollar por si solo. A lo largo del curso daremos esta pregunta por
resuelta y supondremos que tenemos acceso a datos de muestras representativas
de cierta poblacion.

La poblacién es un grupo definido de unidades de observacion que pueden
estar o no restringidas de distintas formas (por ejemplo: geogréfica, econdémica
o demograficamente). Una unidad de observacion puede ser desde una accidn,
como por ejemplo, un mensaje de texto enviado via celular o una ruta especifica
de un punto a otro que una persona se traslada, hasta un ente con una identi-
dad especifica que puede ser desde individuos, empresas, ciudades o paises. En
resumen, la poblacién es el grupo objetivo que se pretende estudiar. En gran
parte de los estudios suele establecerse que nos interesa conocer algiin aspecto
especifico de la poblacién, tipicamente un estadistico. Por ejemplo, es comun
indicar que nos interesa conocer la media de una variable o la correlacién entre
dos variables de dicha poblaciéon. Siempre que nos interese un estadistico en
especifico, nos referiremos a éste como el pardmetro poblacional de interés.

Por su parte, la muestra es un subconjunto de la poblacién el cual sera utilizado
en el andlisis empirico para poder decir algo acerca de la poblacién. La muestra
serda aquella de la cual recopilaremos informacion que tendremos concentrada
en una base de datos que utilizaremos con programas estadisticos para llevar a
cabo el andlisis. La inferencia generalmente conlleva hacer una estimacion utili-
zando datos de la muestra con el objetivo de obtener conclusiones acerca de la
poblacién. Por ejemplo, utilizando diversas estrategias se plantean estimadores
del pardmetro poblacional, mismos que emplean datos de una muestra para dar
evidencia e informacion especifica de dicho parametro.

Es importante conocer los detalles de la estrategia utilizada para recabar la
muestra, ya que esto es indicativo de si dicha muestra es representativa de la
poblacién que se pretende?. Algunas causas de sesgos muestrales comunes inclu-
yen sesgo de respuesta (i.e. el hecho de que las personas que no contestan no son

2Para conocer mas acerca de muestreo se recomienda ver el video https://youtu.be/Rf-
fIpB4D50
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personas al azar), problemas comprendiendo las preguntas y problemas encon-
trando ciertos tipos de individuos en la poblaciéon. Estos problemas suelen llevar
a sesgos muestrales, lo cual significa que la muestra puede no ser representativa
de la poblacién objetivo. Para evaluar esto, es 1til tener una base de datos de
comparacion (i.e. un benchmark) que te permita determinar si las caracteristicas
de tu muestra son similares a aquellas caracteristicas de la poblaciéon objetivo.
Los censos nacionales son un buen ejemplo de este tipo de benchmarks.

En estadistica, generalmente nos referiremos al uso de muestras aleatorias de-
bido a que eso nos asegura representatividad. En las muestras aleatorias cada
uno de sus componentes se selecciona de forma independiente y proviene de una
distribucién comuin {Y7,...,Y, }. En este caso se dice que Y; es una variable
aleatoria independiente e idénticamente distribuida (i.i.d.). Las varia-
bles aleatorias {Y7, ..., Y, } son variables desconocidas. Una vez que la muestra es
recabada tendremos un conjunto de nimeros {y;, ..., 4, }, los cuales utilizaremos

para llevar a cabo inferencia.

Ejemplo: Supén que nuestra variable de interés es la media de la edad de los
alumnos cursando educacién superior en México.

= ;Cudl es la poblacién?

s ;Cémo recabarfas una muestra para poder obtener/hacer una estimacién
valida?

= ; Qué sucederia si yo recabo una muestra basada en los alumnos del ITAM
o de la clase?

A continuacién buscamos utilizar nuestra muestra para conocer algo acerca del
pardmetro. Para ello plantearemos un estimador. El estimador en si es una
formula que utiliza como insumo los elementos de la muestra y entrega como
resultado un valor que pretende aproximar al parametro poblacional objetivo. Es
incorrecto pensar en que el estimador tiene valores especificos (a pesar de que el
pardametro poblacional si lo tenga) dado que el estimador en si es una estrategia
que se plantea para aproximar lo mejor posible al pardmetro poblacional. Al
utilizar los valores especificos de la base de datos a la cual tenemos acceso y
aplicar la féormula del estimador para obtener un valor especifico, estaremos
hablando de un valor estimado. Para calificar si un estimador es apropiado y
si es mejor o peor que otro, solemos hablar de propiedades que nos ayudan a
calificarlo, como insesgadez y eficiencia.

Ejemplo: Continuando con el ejemplo de la media de edad de alumnos en educa-
cién superior en México: supongamos a partir de aqui que se recaba una muestra
aleatoria {Y7,...,Y,,}

= Pardmetro: p. Es un nimero especifico que tipicamente no es conocido. En
este caso, es la media de la edad de todos los alumnos cursando educacién
media superior en México.
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s Estimador: W = h(Y3,...,Y,). Es una férmula que genera un estimador
del parametro.

= Valor estimado: w = h(yy, ..., ¥, ). Es un niimero especifico que resulta de
aplicar la formula del estimador a la muestra recabada.

Definimos a continuacién las propiedades deseables de los estimadores:

1. El estimador (W) de un pardmetro (u) es insesgado si su valor esperado
es igual al pardmetro: E(W) = p. Si un estimador es insesgado, esto
no quiere decir que el valor estimado serd igual al pardmetro (o incluso
cercano a éste), ya que esto dependeréd de la muestra que sea recabada.

2. Un estimador (WW;) es mds eficiente relativamente a otro (W) si
Var(Wy) < Var(W,).

Ejemplo: Consideremos dos estimadores para el pardmetro u:
a) El valor promedio: W, = %Z;l Y, =Y

b) El promedio de edad de dos personas de mi muestra elegidas al azar:
W, = Y, +Y,
2

.Son estos estimadores insesgados?, jcudl es mas eficiente?, ;qué valor estimado
estard mas cerca de la media poblacional?

2.3. Propiedades asint6ticas de los estimadores

En el ejemplo anterior podemos deducir que el estimador W; se vuelve més
eficiente conforme el tamano de muestra aumenta. Las propiedades asintéticas
de los estimadores son aquellas que aplican cuando se tienen muestras grandes.
Sin embargo, no es claro de qué tamano necesita ser el nimero de observaciones
(n) para que la muestra sea considerada como grande y sea correcto aplicar
las propiedades asintéticas a los estimadores. Generalmente, esto depende de la
distribucién poblacional de la variable de interés, pero en la mayoria de los casos
en los que utilizamos encuestas, aplicar propiedades asintéticas serd razonable.

Ejemplo: Dar un ejemplo mostrando dos distribuciones normales, una mas dis-
persa que la otra.

Consistencia. La consistencia se refiere al comportamiento de la distribucién
muestral del estimador conforme el tamano de la muestra se incrementa. Con-
forme aumentamos el tamafio de la muestra, la distribucién de W, se volvera
mas concentrada alrededor de p. Por lo tanto, menos probable serd que un valor
estimado se ubique lejos de p.

Ejemplo: ;Es el estimador W, consistente?

Ley de Grandes Numeros (LGN). La ley de grandes niimeros nos dice que si
queremos aproximarnos a la media poblacional, podemos hacerlo en gran medida



16 CAPITULO 2. REPASO DE ESTADISTICA

si elegimos muestras lo suficientemente grandes y utilizamos el estimador del
promedio. Sin embargo, utilizando la LGN unicamente obtenemos estimadores
puntuales y no tenemos informacién acerca de su distribucién.

Teorema Central del Limite (TCL). Sea {Y7, ..., Y, } una muestra aleatoria
con media p y varianza o2. Entonces,

(Y, —p) d
Z, = V¥ =) — N(0,1) conforme n — co (2.1)
o
Intuitivamente, este resultado indica que, sin importar la distribucién poblacio-
nal de Y, la distribucién de la variable Z, (que es la versién estandarizada de
Y,,) se aproxima en gran medida a una distribucién normal estdndar (N(0,1))
conforme el tamaiio de la muestra (n) aumenta®.

2.4. Pruebas de hipodtesis

En la gran mayoria de las aplicaciones empiricas de econometria tendremos que
llevar a cabo pruebas de hipétesis. En dichas pruebas de hipétesis es importante
notar que evaluamos si el pardmetro es igual a cierto valor en el caso de la
hipétesis nula. Esto es particularmente adecuado debido a que el pardmetro es
un numero especifico que es (usualmente) desconocido para el econometrista.
Generalmente, durante el curso asumiremos que las muestras son grandes y
por tanto podemos aplicar propiedades asintoéticas, Esto quiere decir que en la
mayoria de los casos podremos utilizar la distribucién normal y ji-cuadrada para
llevar a cabo las pruebas de hipétesis.

Para repasar cémo llevar a cabo pruebas de hipdtesis supongamos que estamos
interesados en evaluar si la media de edad de los alumnos en educacién media
superior en México es igual a 20. Cabe senalar que nuestra hipotesis es acerca del
valor de un parametro poblacional y utilizaremos una muestra para evaluar dicha
hipétesis. La hipdtesis nula debe establecerse como igualdad debido a que en la
evaluacién de la hipdtesis se asume que es cierta y eso genera una distribucién
para el estadistico que se utilizara. En nuestro ejemplo, establecemos la siguiente
hipdtesis nula:

La hipoétesis alternativa se establece para especificar la zona de rechazo de la
hipdtesis nula. Generalmente, en una prueba se busca rechazar la hipo6tesis nula
en favor de la alternativa. En nuestro caso, la hipdtesis alternativa sera:

Hy:p#20

3En clase haremos simulaciones utilizando la pagina http://faculty.carrollu.edu/ckuster/C
T/Central/%20Limit/%20Theorem/%20Simulation.html para dar una mayor intuicién acerca
del tema.
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La hipétesis alternativa puede también ser establecida como p > 20 (o p < 20).
Este seria el caso si lo que nos interesa es evaluar si la media poblacional es
mayor (menor) a 20. Es importante recordar que como resultado de la prueba
de hipotesis, la hipdtesis nula puede ser rechazada o no rechazada. Sin embargo,
es incorrecto decir que es aceptada. Formalmente, en el ejemplo anterior
podriamos concluir ya sea que: (i) hay evidencia suficiente para rechazar que
la media poblacional es igual a 20 con x % de significancia, o que (ii) no hay
evidencia suficiente para rechazar que la media poblacional es igual a 20 con
x % de significancia.

Para establecer el nivel de significancia z % (o alternativamente el nivel de con-
fianza [1 —x] %), hay que tomar en cuenta los dos tipos de errores que podemos
cometer al evaluar pruebas de hipotesis:

a) Error tipo I: Podemos rechazar la hipétesis nula siendo que esta es verda-
dera

b) Error tipo II: Podemos no rechazar la hipétesis nula siendo esta falsa

Tipicamente, el nivel de significancia se establece basado en el error tipo I, que
generalmente busca reducirse en las pruebas de hipétesis. Dada nuestra notacion,
el nivel de significancia se define como:

x % = Pr(Rechazar H,|H,) = Pr(Error tipo I)

El valor de & % serd una valor que tendremos que asumir para llevar a cabo
la prueba de hipétesis. El valor més comin es de 0.05 (o 5%) de significancia,
seguido de 0.01 y 0.1 (lo cual es equivalente a 95%, 99 % y 90 % de nivel de
confianza, respectivamente).

El error tipo II suele estar ligado al poder estadistico. Més adelante en el curso
discutiremos cémo utilizar el poder estadistico para determinar el nimero de
observaciones que se requieren para llevar a cabo un anélisis estadistico experi-
mental.

Supongamos por el momento que elegimos un nivel de significancia de 5% y que
nuestra muestra de estudiantes mexicanos es aleatoria y consta de 1000 indivi-
duos. Supongamos que el promedio muestral de edad es de 21.5 y la varianza
de las edades de 500.

Tenemos 3 alternativas para llevar a cabo la prueba de hipdtesis:

2.4.1. Estadistico ¢

Para utilizar este método utilizamos la media y la desviacién estandar estimada.
La idea es asumir que la hipétesis nula es verdadera. Dado que asumimos esto,
querremos determinar qué tan probable es que obtengamos un valor estimado
7 = 21.5, dado que proviene de una distribucién de la variable aleatoria Y que
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es normal (por propiedades asintéticas) con media 20 y desviacién estdndar
4/500/1000.

Tomando dichos supuestos y aplicando el TCL estandarizamos Y, con lo cual
derivamos nuestro estadistico ¢, mismo que tendrd una distribucién N (0, 1):

(?— Fo)

V/S?%/n

Y finalmente, de dicha distribucién obtenemos un valor:

. (21,5—20
o 2152200 gy

/500/1000

Una vez que tenemos dicho valor utilizamos la distribucién de la normal es-
tandar para comparamos este valor con un referente que esté en el limite de
ser razonable (el valor critico). Para ello empleamos el nivel de significancia.
Utilizando un 5 % de significancia determinamos que valor critico (en términos
absolutos) representa el 95 % del cdf de la distribucién normal estdndar. Dicho
valor (1.96) se compara con el valor estimado para determinar qué tan probable
es observarlo dada la distribucién de la cual asumimos que proviene (debido a
que supusimos que la hip6tesis nula es cierta). Dado que el estadistico-t es ma-
yor que el valor critico rechazamos la hipdtesis nula con un 5% de significancia
a favor de la hipétesis alternativa.

t= — N(0,1) (2.2)

2.4.2. Valor-p

El valor-p nos dice hasta qué nivel de significancia la hipétesis nula seria re-
chazada. Siempre que el nivel de significancia sea mayor al valor-p, la hipétesis
nula seria rechazada. Para determinar significancia a los niveles usuales, este
valor usualmente se compara con 0.01, 0.05 y 0.1. Sin embargo, el valor-p tiene
el significado en si mismo de informar que probabilidad existe de observar un
valor igual o més extremo que el obtenido de la muestra. En nuestro ejemplo:

valor-p=2- (1 — F(|t])) = 0,034 (2.3)

Es importante, tener en consideracién que en el caso en que la hipotesis alter-
nativa sea unilateral (one-sided), valor-p = (1 — F(|¢|)).

2.4.3. Intervalo de confianza

Si nuevamente utilizamos un nivel de significancia de 5%, necesitaremos deter-
minar un intervalo de confianza del 95 %. Dicho intervalo de confianza se genera
de la siguiente forma:
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M < 1,96) =0,95

Pr| -1
r( ,96 < g

(2.4)

— S — S
PrlY —196- — Y +196-—— | =0,95
( v ﬁ) ’

En el caso del intervalo de confianza es importante recordar que la incertidumbre
radica en el intervalo dado que Y es una variable aleatoria. El intervalo lo
podemos interpretar como: de cada 100 muestras aleatorias que obtengamos,
95 % de ellas tendran al valor real del pardmetro poblacional u. No podemos
decir que una vez que calculemos el intervalo, con 95% de probabilidad éste
contendré el valor real del pardmetro. Recordemos que el parametro es un valor
especifico (no aleatorio), por lo tanto, se encuentra o no en el intervalo.

En nuestro caso, el intervalo de 95% serd: [20.114,22.88]. Dado que 20 no se
encuentra dentro del intervalo, rechazamos la hip6tesis nula con un 5% de sig-
nificancia.

Para las pruebas unilaterales la alternativa al intervalo de confianza es el limite
(o cota) inferior o superior. Imaginemos que en el caso de nuestro ejemplo nuestra
hipétesis alternativa es:

Hy:p>20

En este caso nos interesaria comparar a el valor propuesto (20) con la cota
inferior (C}), dado que nuestro “intervalo” consistiria en: [C}, 00). Para calcular
la cota:

Pr(,u >Y —1,64- S) = 0,95

<¢m2—m "

(2.5)
<Lm>za%

Pr

En el caso de nuestro ejemplo la cota inferior serfa 20.34, y como dicho valor es
mayor a 20, concluiriamos que la hipditesis nula se rechazaria a favor de nuestra
nueva hipotesis alternativa unilateral.

( )

Imaginen que queremos estimar el nimero promedio de contactos de
Facebook que tienen los alumnos en el ITAM. Dicho ntimero existe y es
desconocido. Le llamaremos pardmetro poblacional y lo denotaremos co-
mo . Para poder obtener dicho ntimero tendriaamos que entrevistar a
TODOS los alumnos del ITAM y preguntarles estos datos para finalmen-
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te poder calcular un promedio. Sin embargo, llevar a cabo ese ejercicio
puede ser costoso (en términos de tiempo) y tedioso. Afortunadamente,
la estadistica nos ofrece una alternativa.
Imaginen que en lugar de entrevistar a todos los alumnos del ITAM
(a los cuales nos referiremos para propdsitos de este ejercicio como la
poblacion decidimos entrevistar a algunos. Con esto conformamos una
muestra que denotaremos como { X7, ..., X, } v utilizamos esos datos pa-
ra calcular un promedio. A dicho promedio le llamaremos un estimador
y lo denotaremos como X,,.
Antes de seguir adelante detengdmonos a pensar:

1. ;Qué estrategia seguirian para elegir a esa muestra?

2. ;Qué sucederia si, dada la situaciéon de Covid, decido solo recopilar

informacion de aquellos estudiantes que son amigos mios en FB?
3. (Cuantas personas necesito entrevistar para tener una muestra
decente?

Ahora pensemos que les dejé este ejercicio de tarea y cada uno de ustedes
elije una muestra y calcula el promedio. Tomemos el caso de uno de
ustedes. El alumno elegido por mi (lo llamaremos alumno A) resulta
que obtuvo una muestra que denotaremos como {z{, ..., 74} y a partir
de dicha muestra obtuvo un promedio que denotaremos como z 4, al cual
llamaremos wvalor estimado (en clase tendremos un ntimero especifico).
Sin embargo, pudiera haber ocurrido que en vez de elegir al alumno A
hubiera elegido al otro alumno (lo llamaremos alumno B). En este caso,
la muestra y, por lo tanto, el valor estimado hubieran sido distintos.
Es por ello, que al estimador, es decir, al promedio de los valores de la
muestra lo llamaremos variable aleatoria. Con estimador, solo me refiero
a la estrategia que seguimos, es decir, a aplicar la formula de la media
utilizando los datos obtenidos por el alumno 4.
Imaginemos ahora que no imponemos que tienen que elegir la media
como estimador. Cada persona elige libremente su estrategia (i.e. esti-
mador). Una vez que todos ustedes recabaron muestras aleatorias, es
decir, independientes e idénticamente distribuidas, i.i.d. ;Qué podria
hacer para comparar los estimadores de dos alumnos y decidir con cual
quedarme? Para esto necesitaremos los conceptos de insesgadez y efi-
ciencia.
Ahora, supongamos que ya elegi al mejor estimador de entre todos los
que tenia disponibles en el salon. Utilizando este estimador tengo valores
especificos para los estimadores de la media y de la varianza:




2.4. PRUEBAS DE HIPOTESIS

21

. Con estos datos puedo asegurar que z,, es el valor mas cercano a u,, de
entre todos los posbiles valores estimados que me propusieron? En caso
de que no, jpor qué no simplemente elijo el valor estimado mas cercano
a p, de entre todos los que me hayan propuesto?

Imaginemos ahora que un estudiante sabe que estamos haciendo estos
calculos y asegura ser muy popular dado que tiene 100 contactos de Fa-
cebook. Cuando les mencionamos que nuestro mejor estimador es 250 se
burla de nosotros y asegura que la media realmente es 150. ; Podriamos
asegurar con certeza que se equivoca?

R: No. Pero el uso de la estadistica se enfoca més en cuestionarse qué
tan probable es que yo haya obtenido un valor estimado de 250 dado
que el valor verdadero de i, es 150. Para esto utilizaremos pruebas de
hipotesis. Pero antes de poder llevar a cabo pruebas de hipétesis necesi-
tamos saber algo acerca de la distribucién de X,,. Para esto utilizaremos
la ley de grandes niimeros y el teorema central del limite.
Utilizando el teorema central del limite llego a la conclusién de que
puedo utilizar una distribucién N(250,50) para evaluar mis pruebas de
hipo6tesis. Ahora puedo llevar a cabo el siguiente ejercicio. Imaginémos
que le decimos al estudiante popular: “supongamos que estas en lo co-
rrecto y p, = 150. Dado que eso es cierto veamos la probabilidad de
observar una media mayor o igual a 250 en una muestra aleatoria.”

X —150 N 250 — 150)
V2500 /2500
= Pr(Z >2)=0,02275

Pr(X >250) = Pr( @)

Por lo tanto, no podemos asegurar que este estudiante se equivoque,
si estuviera en la correcto es muy poco probable que con una muestra
aleatoria de las caracteristicas que tenemos, seria muy poco probable
observar la media que observamos. Este cdlculo que acabamos de realizar
es cercano a lo que conocemos como el valor-p. El valor-p nos dice cuél
es la probabildad de obtener un estadistico (en este caso la media) que
sea mas inusual que el observado, dado que la hipdtesis planteada es
cierta.

El ejercicio que llevamos a cabo anteriormente en realidad es literal-
mente lo que hacemos al llevar a cabo una prueba de hipdtesis. En
clase veremos més formalmente todos los elementos de una prueba de
hipétesis y enq eu consisten las alternativas para evaluarla.
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2.5. Bootstrap

En el caso de las pruebas de hipdtesis anteriores estamos basando los resultados
en el teorema central del limite. Para aplicar el TCL calculamos analiticamente
la varianza de la media como:

Var(Y) = %2 (2.8)

donde o2 es la varianza de Y.

En el caso de TCL asumimos que una versién estandarizada de Y (Z,,) converge
en distribucién a una normal estdndar. Una alternativa a este procedimiento
consiste en generar una distribucién empirica de Y y utilizar dicha distribucién
para calcular la varianza. Un problema con esta idea radica en que para generar
una distribucién empirica de Y necesitamos varias observaciones de Y.

El método de bootstrap genera diversas observaciones partiendo de una muestra
aleatoria {Y7,...,Y,,} siguiendo los siguientes pasos:

1. Utilizando las observaciones de la muestra, elige una submuestra aleatoria
de tamano n (mismo tamaiio que la muestra) con reemplazo. Esto quiere
decir que habra observaciones que se repitan méas de una vez

2. Usando la submuestra calcula el estimador (Y en nuestro ejemplo)

3. Repite los pasos anteriores M veces. Con esto tendrds M observaciones
para Y: {Y,,...,Y,} y habrds generado una distribucién empirica

4. Genera los estimadores:

1
EY) =+ Y,
" (2.9)
Var(V) =2 > (V, — B(V))?
k=1

5. Utiliza dichos estimadores para llevar a cabo pruebas de hipétesis

Este método puede ser aplicado con la mayoria de los estimadores que veremos
durante el curso. Es un método de gran utilidad siempre que sea dificil calcu-
lar una varianza para llevar a cabo pruebas de hipétesis. En particular podria
utilizarse para calcular errores estandar de los coeficientes en una regresién. En
dicho caso los pasos a seguir son los mismos que los descritos anteriormente. Lo
que sucederia en el caso de una regresién de minimos cuadrados ordinarios es
que se llevaria a cabo una regresion con cada una de las submuestras elegidas
en el primer paso. Con ello se obtendrian M posibles coeficientes para cada
variable. El error estandar podria calcularse como la desviacion estandar para
cada uno de los coeficientes.
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Existe también la posibilidad de utilizar una submuestra de tamafio menor al
tamafo de la muestra original (n). En dicho caso, tendria que llevarse a cabo
un ajuste al calculo de la varianza. Supongamos que se eligen submuestras de
tamano L. Todos los pasos serian los mismos que los descritos anteriormente,
con la diferencia que el estimador de la varianza se calcularia como:

Var(Y) =

S|

k

1 &L —
i Z(Yk — E(Y))?

1

(TC _ Casos Conﬁrmados)

Poblacion

pacman: :p_load(tidyverse)

# Antes de comenzar el ejemplo

glimpse (poblacion)

## Rows: 188

## Columns: 25

## $ IS0_code

## $ continent

## $ country

## $ confirmed

## $ deaths

## $ confirmed_per_million

## $ deaths_per_million

## $ stringency_index

## $ population

## $ population_density

## $ median_age

## $ aged_65_older

## $ aged_70_older

## $ gdp_pc

## $ extreme_poverty

## $ cardiovasc_death_rate

## $ diabetes_prevalence
$

##t female_smokers

<fct>
<fct>
<fct>
<int>
<int>
<dbl>
<dbl>
<dbl>
<int>
<dbl>
<dbl>
<dbl>
<dbl>
<dbl>
<dbl>
<dbl>
<dbl>
<dbl>

A continuacién se presenta un ejemplo de Bootstrap realizado en R.
En el ejemplo utilizaremos datos sobre la pandemia de COVID-19 pro-
venientes del sitio Our World in Data. La base contiene informacién
sobre la pandemia hasta el dia 27 de agosto de 2020 para 188 paises.
En este ejemplo nos interesara estimar la media de la tasa de contagios

## Iniciaremos trabajando con toda la poblacién ##
poblacion <- as.data.frame(read.csv('COVID.csv')) # Cargamos 1

# revisemos de forma rdpida las wvariables con las que contamos|

ABW, AFG, AGO, ALB, AND,
North America, Asia, Afr
Aruba, Afghanistan, Ango
1760, 38126, 2332, 8927,
8, 1401, 103, 263, 53, 3
16484.649, 979.389, 70.9
74.930, 35.989, 3.134, 9
62.04, NA, NA, 53.70, 41
106766, 38928341, 328662
584.800, 54.422, 23.890,
41.2, 18.6, 16.8, 38.0,

13.085, 2.581, 2.405, 13
7.452, 1.337, 1.362, 8.6
35973.781, 1803.987, 581
NA, NA, NA, 1.1, NA, NA,
NA, 597.029, 276.045, 30
11.62, 9.59, 3.94, 10.08
NA, NA, NA, 7.1, 29.0, 1

J

(2.10)

h base poblacional

ARE, ARG, ARM, ATG~
ica, Europe, Europe~
la, Albania, Andorr~
1098, 68020, 37017~
8, 7839, 861, 3, 5~
b4, 3102.022, 14210~
IL.389, 685.951, 38.~
.67, NA, NA, NA, NA~
b8, 2877800, 77265,~
104.871, 163.755, ~
NA, 34.0, 31.9, 35.~
.188, NA, 1.144, 11~
13, NA, 0.526, 7.44~
p.495, 11803.431, N~
0.6, 1.8, NA, 0.5,~
L.195, 109.135, 317~
, 7.97, 17.26, 5.50~
.2, 16.2, 1.5, NA, ~
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D

## $ male_smokers <dbl> NA, NA, NA, 51.2, 37.8, B7.4, 27.7, 52.1, N~
## $ handwashing_facilities <dbl> NA, 37.746, 26.664, NA, NA, NA, NA, 94.043,~
## $ hospital_beds_per_thousand <dbl> NA, 0.500, NA, 2.890, NAl, 1.200, 5.000, 4.2~
## $ life_expectancy <dbl> 76.29, 64.83, 61.15, 78.p7, 83.73, 77.97, 7~
## $ people_tested <int> NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA,~
## $ tests_performed <int> NA, NA, NA, NA, NA, 675557, NA, NA, NA, 59~
## $ tests_uu <lgl> NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA, NA,~

# Creamos la variable de Tasa de Contagios (TC)
poblacion<-poblacion %>

mutate(TC = confirmed / population)
poblacion %>% ggplot(aes(TC)) +

geom_histogram(aes(y = ..count.. / sum(..count..)),
fill = "palegreen4d",
bins = 25) +
labs(x = "Tasa de Contagio",
y = "Proporciém",
title = "Histograma para TC (Utilizando la poblacién)|') +

theme_minimal ()
Histograma para TC (Utilizando la poblacién)

0.3
c 0.2
he]
=
S
Q
o
o

0.1

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

Tasa de Contagio

paste("La media poblacional de TC es ", round(mean(poblacion$Tf), 3))

## [1] "La media poblacional de TC es 0.004"
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## Trabajemos ahora con una muestra de la poblacién

# Ahora crearemos una muestra aleatoria de tamafio 100 a partin
# de la base poblacional

muestra <- sample_n(poblacion, size = 100, replace = F)

# Realizamos nuevamente un histograma
muestra %>% ggplot(aes(TC)) +
geom_histogram(aes(y = ..count.. / sum(..count..)),
fill = "slategray3",
bins = 25) +

labs(x = "Tasa de Contagio Muestral",
y = "Proporcién",
title = "Histograma para TC (Utilizando la muestra)")

theme_minimal ()
Histograma para TC (Utilizando la muestra)

0.3

o
)

Proporciéon

0.1

0.0

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
Tasa de Contagio Muestral

# La grafica previa nos muestra el histograma de la vartable T
# a partir de la muestra

paste("La media muestral de TC es ",
round (mean (muestra$TC, na.rm = T), 3))

## [1] "La media muestral de TC es 0.004"

paste("La varianza muestral es ",
round (var (muestra$TC), 6))

## [1] "La varianza muestral es 0.00004"
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paste("La varianza de la media muestral es ",
round (var (muestra$TC) / length(muestra$TC), 10))

## [1] "La varianza de la media muestral es 0.0000003999"

# Realizamos un Bootstrap de 1,000 submuestras del tamafio
# de la muestra original (n = 100)
meanBoot <- c() # Creamos un wvector wvacio
for (n in 1:1000){
meanBoot <- c(meanBoot,
mean (sample (muestra$TC,
100,
™))

}

meanBoot <- data.frame( meanBoot)

# Ahora crearemos un histograma para la
# media muestral de TC (calculadas a partir de bootstrap)
meanBoot %>% ggplot(aes(mean)) +

geom_histogram(aes( ..count../sum(..count..)),
"lightblue",
20) +
geom_vline ( mean (meanBoot$mean) , "redft") +
geom_label ( aes ( mean (meanBoot$mean) ,
.05,

paste("Media pob =",

round (mean (poblaciop$TC), 6)),

=By =B g
"red4") +
labs( "Medias muestrales (Bootstrap)",
"Proporcién",
"Histograma de la media muestral") +
theme_minimal ()
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Histograma de la media muestral

0.10

Proporcién

(Media pob = 0.004159

0.05

0.00

0.003 0.004 0.005 0.006
Medias muestrales (Bootstrap)

# En la grdafica anterior la linea vertical muestra
# la media poblacional de TC, dicho numero es nuestro objetivo

# Utilizando los resultados del Bootstrap, podemos estimar
# la varianza de la media muestral de TC:
paste("La varianza de la media muestral de TC es ",

round (var (meanBoot$mean), 10))

## [1] "La varianza de la media muestral de TC es 0.000000395

# Comparemos los valores de la varianza de la media muestral

# de TC que hemos obtenido:

paste("De forma analitica obtuvimos: ",
round (var (muestra$TC) / length(muestra$TC), 10))

## [1] "De forma analitica obtuvimos: 0.0000003999"

paste("A través del Bootstrap se obtuvo: ",
round (var (meanBoot$mean), 10))

## [1] "A través del Bootstrap se obtuvo: 0.0000003957"
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# Ahora calcularemos intervalos de confianza al 957 para
# la media de TC considerando dos estrategias

# 1) Usemos el estimador de la media muestral
# y el de la varianza de la media muestral

1lm_1 <- mean(muestra$TC, T) - 1.96 * sqrt(var(muestraﬁTC) / length(muestra
ulm_1 <- mean(muestra$TC, T) + 1.96 * sqrt(var(muestraPpTC) / length(muestra
paste("E1l IC al 957 (",

round(11lm_1, 5), ",",

round(ulm_1, 5), ")")
## [1] "E1 IC al 95% ( 0.00314 , 0.00562 )"

# 2) Usemos los resultados que obtuvimos en Bootstrap
11m_2 <- mean(meanBoot$mean) - 1.96 * sqrt(var(meanBoot$mean))
ulm_2 <- mean(meanBoot$mean) + 1.96 * sqrt(var (meanBoot$mean))
paste("E1l IC al 957% (",

round(11lm_2, 5),",",

round(ulm_2, 5),") (Bootstrap)")

## [1] "E1 IC al 95% ( 0.00315 , 0.00562 ) (Bootstrap)"

#Grafiquemos los intervalos de confianza anteriores
Im <- c(11m_1, 1lm_2)
um <- c(ulm_1, ulm_2)
meanm <- c(mean(muestra$TC, T,
mean (meanBoot$mean) )
tICm <- c("Tradicional", "Bootstrap")

ICm <- data.frame( tICm,
1m,
meanm,
um)
ICm %>% ggplot(aes( media, tipo)) +
geom_point () +
geom_errorbarh (aes( lower,
upper) ,
1,
0.1) +
geom_vline( mean (poblacion$TC),
"red4") +
labs( "Tasa de Contagios",
"Método",

"Intervalos de Confianza al 957 para la medig de TC") +
theme_minimal ()
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Intervalos de Confianza al 95% para la media de TC

Tradicional I 1

Método

1
Bootstrap I 1

0.004 0.005
Tasa de Contagios

. 7

Consideremos nuevamente la base de datos que utilizamos en el ejem-
plo anterior. Ahora estaremos interesados en calcular el ratio del per-

centil 90 entre el percentil 10 ((p = i—?‘;) para la tasa de mortalidad

(TM = %) Este ratio nos indica cuantas veces mayor es
la tasa de mortalidad del pais en el percentil 90 contra aquel del per-

centil 10.
## Iniciaremos trabajando con toda la poblacién ##
# Creamos la variable de Tasa de Mortalidad (TM)
poblacion <- poblacion %>Y%

mutate ( deaths / confirmed)

# Graficamos el histograma poblacional de TM
poblacion %>% ggplot(aes(TM)) +

geom_histogram(aes( ..count.. / sum(..count..)),
"palegreend",
25) +

labs( "Tasa de Mortalidad",

"Proporcién",
"Histograma para TM (Utilizando la poblacién)
theme_minimal ()

# La linea vertical indica el valor de la media de TC poblaciopal
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Histograma para TM (Utilizando la poblacion)
0.3
0.2
S
5
&
[2
0.1
0.0 -
0.0 0.1 0.2 0.3

Tasa de Mortalidad

# Calculamos ahora el ratio del percentil 90 sobre el
# percentil 10 (P_90/P_10):
p90p <- quantile(poblacion$TM,

probs = 0.9,
type = 2)
plOp <- quantile(poblacion$TM,
probs = 0.1,
type = 2)

paste("El ratio es igual a ",
round (p90p / pl0p, 3))

## [1] "El ratio es igual a 9.514"
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## Trabajemos ahora con una muestra de la poblacién
# Utiltizaremos la muestra con la que trabajamos en
# el ejemplo anterior
muestra <- muestra %>%

mutate ( deaths / confirmed)

# Graficamos el histograma de TM para la muestira
muestra %>7% ggplot(aes(TM)) +

geom_histogram(aes( ..count.. / sum(..count..)),
'slategray3’,
25) +
labs( "Tasa de Mortalidad", "Proporcién",

"Histograma para TM (Utilizando la muestra)") +
theme_minimal ()
Histograma para TM (Utilizando la muestra)

0.3

o
N}

Proporciéon

0.1

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3
Tasa de Mortalidad

# A partir de la muestra estimaremos el ratio P_90 entre P_10:
p90m <- quantile(muestra$TM,
0.9,
2)
plOm <- quantile(muestra$TM,
0.1,
2)
paste("El valor estimado del ratio es igual a ",
round (p90m / p1Om, 3))

## [1] "El valor estimado del ratio es igual a 8.625"
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N\

# A diferencia del ejemplo anterior, para el caso de este ratq

# es complicado obtener una expresidén analitica para su varianEa.
a

# Por tanto, para estimar dicha varianza utilizaremos Bootstr
rat90_10Boot <- c()
for (n in 1:1000){
sampleboot <- sample(muestra$TM,
100,
T
rat90_10Boot<-c(rat90_10Boot,
quantile(sampleboot,

0.9,
2) / quantile(sampleboot,
0.1,
2))
}
rat90_10Boot<-data.frame ( rat90_10Boot)

#Ahora crearemos un histograma para el Tatio
#(calculadas a partir de bootstrap)

rat90_10Boot %>% ggplot(aes(ratio)) +

geom_histogram(aes( ..count.. / sum(..count..)),
"lightblue",
20) +
geom_vline ( p90p / plOp,
"red4") +
geom_label( aes( p90p / plOp,
.125,

paste("Ratio pob =",
round (p90p / plOp,
=.By -.5),
"red4") +
labs( "Ratio P_90/P_10 (Bootstrap)",
"Proporcidén",
"Histograma del ratio P_90/P_10") +
theme_minimal ()

o
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Histograma del ratio P_90/P_10

0.20

0.15

Proporcién
o
=
o

0.05

0.00

5 10

paste("E1l IC al 95% es (",
round(11lr_1, 5),",",

Ratio P_90/P_10 (Bootstrap)

# Al observar el histograma, podemos motar que la distribucion
# del ratio P_90/P_10 muestral mo corresponde a la de una Norm
# Constiderando esto 4ltimo, calculemos intervalos de confianzq
# al 957 utilizando las submuestras del Bootstrap a través de

#1) Asumamos que el ratio P_90/P_10 muestral se distribuye Nomn
11lr_1 <- mean(rat90_10Boot$ratio) - 1.96 * sd(rat90_10Boot$rat
ulr_1 <- mean(rat90_10Boot$ratio) + 1.96 * sd(rat90_10Boot$rat

round(ulr_1, 5), ") asumiendo normalidad")

## [1] "E1 IC al 95% es ( 3.82824 , 12.89114 ) asumiendo norma

(Ratio pob = 9.513566 |

15 20

# La linea vertical muestra el valor del ratio P_90/P_10 poblakional
# el cual es el numero que tenemos como objetivo

01
dos estrategias:
mal :

io)
i0)

lidad"

7
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N

# 2) Utilicemos la distribucidon empirica que obtuvimos a través del

# Bootstrap para el ratto P_90/P_10 muestral

# Para esto calculamos el wvalor del percentil 2.5 y el del perkentil 97.5.

# De esta forma obtenemos el intervalo de valores en los cualels se acumula el 95):

11r_2 <- quantile(rat90_10Boot$ratio,
probs = .025,
type = 2)
ulr_2 <- quantile(rat90_10Boot$ratio,
probs = .975,
type = 2)
paste("E1l IC al 95% es (",
round(11lr_2, 5), ",",
round(ulr_2, 5), ") utilizando la distribucidén empirica"

## [1] "E1 IC al 95% es ( 5.30662 , 14.26597 ) utilizando la dfistribucién empirica"

#Grafiquemos los intervalos de confianza anteriores
lr <- c(11r_1, 1lr_2)
ur <- c(ulr_1, ulr_2)
meanr <- c(mean(rat90_10Boot$ratio),
mean (rat90_10Boot$ratio))
tICr <- c("Normal", "Dist. Empirica")

ICr <- data.frame(tipo = tICr,
lower = 1r,
media = meanr,
upper = ur)

ICr %>% ggplot(aes(x = media, y = tipo)) +
geom_point () +
geom_errorbarh(aes(xmin = lower,
xmax = upper),
size = 1,
height = 0.1) +
geom_vline(xintercept = p90p / plOp,
colour = "red4") +
labs(x = "Tasa de Letalidad",
y = "Método",
title = "Intervalos de Confianza al 957 para el ratid

theme_minimal ()

P_90/P_10") +
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Intervalos de Confianza al 95% para el ratio P_90/P_10

L
Normal I 1

Método

Dist. Empirica I

9 12
Tasa de Letalidad

el valor del ratio P_90/P_10 poblaCJionaZ

# La linea vertical indica
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Capitulo 3

Minimos Cuadrados
Ordinarios

La teoria microeconémica suele establecer, a través de modelos, relaciones fun-
cionales entre dos variables para explicar como toman decisiones los agentes.
Por ejemplo, supongamos que estamos interesados en analizar la relacion que
existe entre educacion e ingreso en la sociedad mexicana. Dicha relacién puede
ser representada utilizando algiin modelo tedrico como un problema de maximi-
zacion, donde cada individuo elige un nivel de escolaridad para maximizar sus
ingresos. La solucion a dicho problema puede establecer una relacion:

Y = f(edu) (3.1)

donde Y representa ingreso, edu representa educacién y f(-) describe la relacién
funcional entre ambas variables (cabe sefialar que no estamos restringiendo la
funcién f(-) de ninguna forma). Una caracteristica de esta relacién serd que a
cada nivel educativo le corresponde tinicamente un nivel de ingreso. Sin embargo,
Lqué sucederia si utilizamos datos empiricos para analizar esta relacién?

Utilizando datos de la ENIGH! 2010, la siguiente tabla (Tabla 1) muestra la
proporcién de individuos entre 21 y 65 anos que se encuentran laborando y que
reportan distintos niveles de ingreso y educacién al momento de la encuesta.

Ingreso Mensual Sin esc  Prim  Sec M.S N/CT Prof Posgdo Total
1000 2.07 756  3.95 1.46 0.56 1.06 0.03 16.67
2000 0.94 524 3.15 1.38 0.49 0.87 0.03 12.11
3000 0.75 518 424 191 0.65 1.00 0.05 13.78
4000 0.41 4.28 426  2.29 0.77 1.20 0.06 13.28

Encuesta Nacional de Ingreso y Gasto de los Hogares, INEGI
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Ingreso Mensual Sin esc  Prim  Sec M.S N/CT Prof Posgdo Total
5000 0.28 274 350 212 0.86 1.24 0.05 10.80
6000 0.10 144 213 145 0.73 1.26 0.06 7.15
7000 0.04 0.88 1.54 1.23 0.67 1.35 0.09 5.80
8000 0.02 046 088 0.76 0.41 1.22 0.09 3.84
9000 0.03 034 064 0.67 0.44 1.20 0.12 3.45
10000 0.08 0.76 134 1.60 1.42 6.50 1.43 13.12
Total 4.72 28.89 25.64 14.86 7.00 16.90 1.99 100.00

La Tabla 1 muestra la densidad conjunta de educacién e ingreso. Es decir, cada
celda da el valor de p(eduj, y,;) que representa la proporcién de individuos que
reportan recibir un ingreso igual a y; y tienen una educacion igual a edu;. Por
ejemplo, dado que la muestra elegida incluye a un total de 44, 270 individuos, la
celda que corresponde a secundaria y $5,000 pesos mensuales indica que 1,549
individuos reportan estos niveles de escolaridad e ingreso en la encuesta.

A partir de la Tabla I puede notarse que, contrario a la teoria donde existe
una relaciéon funcional, la relacién empirica entre educaciéon e ingreso no es
deterministica. Es decir, a cada nivel de educaciéon no le corresponde solamente
un nivel de ingreso. De lo contrario, se veria en la Tabla 1 que, en cada columna,
todos los renglones excepto uno tendrian un valor igual a cero. No obstante,
lo que si puede observarse en la Tabla 1 es una tendencia que muestra que
los individuos con mayor nivel educativo tienden a percibir mayores ingresos.
Esto se ilustra més claramente con la siguiente tabla (Tabla 2) que muestra las
frecuencias condicionales.

Cada celda de la Tabla 2 representa p(yledu), la frecuencia de ingreso condicional
a los distintos niveles educativos. Por ejemplo, de acuerdo a esta tabla el 38,39 %
de los individuos que tienen educacién media superior perciben un ingreso mayor
a $5, 000 pesos mientras que solamente el 68,23 % de los individuos con educacién
superior reciben dicho nivel de ingreso.

Una forma de utilizar los datos empiricos para generar una relacién uno a uno es
utilizar la tabla de densidades condicionales para calcular la media condicional
de ingresos. Dicha media es definida para cada nivel de educacién j (edu;) como:

my|eduj = Z Yi - p<yz|edu3> (32)
i

Ingreso Mensual  Sin esc  Prim Sec M.S N/CT  Prof Posgdo Total

1000 43.81 26.18  15.40 9.79 7.97 6.25 1.34
2000 19.24 18.13  12.31 9.30 6.93 5.15 1.61
3000 15.97 1794 1653 12.84 9.27 5.93 2.42
4000 8.69 1482 16.63 1542  11.03 7.09 2.96

5000 5.85 9.50 13.66  14.26  12.34 7.36 2.42

16.67
12.11
13.78
13.28
10.80
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Ingreso Mensual Sin esc  Prim Sec M.S N/CT  Prof Posgdo Total

6000 2.05 4.98 8.29 9.74 10.42 7.44 2.82 7.15
7000 0.91 3.06 6.00 8.28 9.58 7.98 4.44 5.80
8000 0.51 1.59 3.43 5.10 5.82 7.23 4.30 3.84
9000 0.68 1.18 2.51 4.49 6.36 7.12 6.05 3.45
10000 1.59 2.62 5.24 10.78  20.27  38.46 71.64 13.12
Total 100.00  100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00

Utilizando estos valores se genera una relacién uno a uno entre nivel educativo
y de ingreso que se ilustra en las graficas a continuacion. En la Figure 3.1 se
ilustra utilizando los niveles de escolaridad y en la Figure 3.2, se transforma
el nivel a anos de escolaridad. En la segunda grafica puede observarse que no
resultaria sencillo especificar una forma funcional para representar la relacion
entre ingreso y anos de escolaridad.

FEAREARRER

Figura 3.1: Medias condicionales por nivel educativo

I

Figura 3.2: Medias condicionales por nivel educativo

En la primera parte de este curso aprenderemos cémo utilizar la metodologia de
Minimos Cuadrados Ordinarios para poder utilizar datos empiricos para estimar
una forma funcional determinada.
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3.1. Derivacion de Minimos Cuadrados Ordina-
rios

3.1.1. Regresion simple

Partiendo con una muestra aleatoria {Y;, X} i.i.d., una manera de representar
con una forma funcional la relacién entre dos variables consiste en asumir que
la relacion entre dichas variables es lineal:

Y, =B+ 51X, +U; (3.3)

Asumir que la relacion es lineal implica que el cambio de la variable dependiente
(Y;) por un cambio marginal en la variable independiente (X;) es constante. La
variable U; corresponde al error de la estimacién o la parte no explicada del
modelo. Nos referimos a ésta como la parte no explicada ya que el resto de la
ecuacion (3, + 5, X,) representa una relacién en la que la variable X, pretende
aproximar o explicar de la mejor manera posible a la variable dependiente, Y;.

Ejemplo: Aumentar de 4 a 5 anos el nivel de escolaridad daria el mismo rendi-
miento que aumentar de 16 a 17.

Una vez que asumimos esa relacién lineal tenemos que determinar una manera
6ptima de elegir los estimadores 5, y ;. El método de minimos cuadrados
ordinarios consiste en minimizar el cuadrado de los errores de la estimacion

(Uy): ) )
éﬁl}ﬁr& EU?) (3.4)

Esta minimizacién da como resultado:
50 :E(Yz> - ﬂlE(Xi)
5 _EYX;) - EY)EX;) _ Cov(X;Y)) (3.5)
YBEX)-EX)2 V(X))

Por lo tanto, partiendo de (3.5) obtenemos los estimadores de MCO:

. 1 n . n
50 :E;Yi_ﬂl ;Xi

Bl _ Zizl )/zXz - Zizl }/1 21:1 X7
Zizl Xz2 - (Zizl Xz>2

(3.6)

Los valores estimados correspondientes se obtienen a partir del andlogo muestral.

Las dos condiciones de primer orden que resultan de la derivacién anterior son
clave para obtener los estimadores 3, y 8;. Mas adelante regresaremos a estos
supuestos:
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E(Y; = By — 81 X;) = E(U;) =0 (3.7)
E((Y; — By — /1 X)U;) = E(X;U;) =0
La primera condicién de primer orden (E(U;) = 0) simplemente indica que por
el hecho de incluir una constante en la estimacion (8,), el valor esperado de los
errores deberia estar centrados en cero.

La segunda condicién de primer orden (E(X,U;) = 0) indica que la variable
explicativa (X;) no estd correlacionada con los errores o la parte no explicada
del modelo.

Es importante sefialar que los errores U, representan todo aquello que no es
incluido dentro del modelo.

3.1.2. Regresion multiple

El caso anterior ilustra la derivacién del modelo MCO en el caso de una regresion
simple (i.e. con una sola variable explicativa). Para aumentar la cantidad de
variables explicativas sera 1til la representacion vectorial. Para esto, empecemos
por notar que al incluir méas variables explicativas, nuestro planteamiento para
la estimacién sera:

Y, =By + 51Xy + B X+ + B Xk +U; (3.8)

Sea X, un vector de dimensiéon K+1, donde el primer componente es la constante
(1) y los demads corresponden a las variables X, que son incluidas como controles
en la estimacién (3.8). Similarmente, 5 serd un vector de dimensién K + 1 que
incluye todos los coeficientes [8, 3, ... Bk] de la estimacién. Utilizando esta
notacién, la ecuacién (3.8) puede ser reescrita como:

Y,=Xf+U, parai=1,..,n (3.9)

Siguiendo la misma metodologia minimizo el valor esperado de los errores al
cuadrado:
mﬁinE(Yi — X[B)? (3.10)

Esto da como resultado la siguiente expresion para el parametro:

8= EX,X)'E(X,Y,) (3.11)

Partiendo de esto, el estimador seria :

B= (ixx;)l (zn: XZ-YI-) (3.12)

i=1
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Y finalmente, el valor estimado se calcula con el andlogo muestral de (3.12).

Utilizando las propiedades asintéticas, es posible demostrar que:

~p
7 - v (3.13)
V(B —B) = N(0,aXa’)
donde,
a=E(X;X;)™"

S =E(U2X,X])

~ P
Demostracién g — 3:

pero,

Por lo tanto,

Demostracion v/n(3 — ) 4 NO,a ) :

i (25 (LS )

S

pero,

n -1
1

( ZXZ-X;> L B(X,X) " =a
=
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Ademas, sea W, = X,U,. Por lo tanto tendremos que:

EW,;)
Var(W,)

E(U2X,X]) =%

El segundo término se puede transformar en:
1zn:XU flznjwijv(oz)
V= ne ’

Por lo tanto,

VaB—B8) 5 N(0,a%a)

3.2. Homocedasticidad y heterocedasticidad

Hasta ahora nuestros tunicos supuestos en el modelo MCO han sido: (i) que
nuestra muestra es aleatoria (i.i.d), y (ii) la relacién lineal entre Y; y X.

El supuesto de homocedasticidad indica que la varianza condicional de los erro-
res es constante (i.e. no cambia con el nivel de X). Dicho supuesto es restrictivo,
sin embargo, no es necesario para poder realizar inferencia. Si en cambio asumi-
mos heterocedasticidad, no es necesario asumir que la varianza de los errores es
constante y, por lo tanto, podemos estimar la varianza de los coeficientes con el
analogo muestral de aXa’.

Empecemos con el caso de heterocedasticidad. Para obtener un estimador con-
sistente de aXa’ basta utilizar:

(3.14)

Utilizando propiedades de LGN (propiedades de Slutsky), tendremos que
~ ., P

axa’ — aXa’

En el caso de homocedasticdad, estamos asumiendo que la varianza de los errores

dado X, es constante:

Var(U,|X;) = E(U?|X;) = o? (3.15)
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Si aplicamos este supuesto (3.15) al segundo factor de la varianza (X), tenemos:
E(UX;X]) = E(E(U?|X,)X,X]) = 0* B(X, X]) (3.16)

Por lo tanto, la varianza aXa’ se reduce a:
a¥a = B(X; X)) '0?E(X, X )E(X, X))t = ?B(X,X])! (3.17)

Dado que E(U?) es un estimador consistente de o, para obtener un estimador
consistente de la varianza tinicamente necesitamos:

1 & -
52=->Y U?
"=
o P
o?a — o?B(X, X)) !
En clase ilustraremos la diferencia entre el supuesto de homocedasticidad y

heterocedasticidad con un gréafico. A lo largo del curso asumiremos heterocedas-
ticidad, que es el supuesto menos restrictivo.

3.3. Pruebas de hipétesis en el Modelo de Re-
gresion Lineal

3.3.1. Unidimensionales. Un coeficiente o una combina-
cion lineal de coeficientes

Si partimos del resultado que demostramos previamente:
~ d
V(B —B) = N(0,aXa’) (3.18)
Necesitamos seguir los siguientes pasos para establecer la distribucién necesaria
para llevar a cabo las pruebas de hipdtesis. Dado que 3 es un vector de dimension

K, para llevar a cabo pruebas de hipdtesis podemos tomar el producto I’ donde
I es un vector de dimensién K también?:

K
B = Zl 1;5; (3.19)
e

Con esta definicién podriamos establecer la prueba de hipétesis de la siguiente
forma:

2Previamente habfamos indicado que 8 tiene dimensién K + 1. En adelante solo usamos
dimensién K para simplificar la notaciéon. En términos esctrictos podriamos decir que previa-
mente la dimensién era K’ + 1 y definir a K = K’ + 1.
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Hy: I'=0
H,: U'B+0

Noétese que en vez del valor “0” se puede usar cualquier constante. Este plantea-
miento permite hacer pruebas de hipétesis para coeficientes de forma individual.
Esto es lo mas comin en la practica, donde evaluamos la representatividad de
un coeficiente individual. También pueden evaluarse combinaciones lineales de
coefientes, como por ejemplo 3; 45, ademas de combinaciones lineales mas com-
plejas. La motivacién para hacer pruebas de hipdtesis con combinaciones lineales
la analizaremos mas a profundidad en la siguiente seccién ya que la combinacién
adecuada a evaluar generalmente viene motivada por la interpretacion de los co-
eficientes. En ese momento discutiremos algunos ejemplos. Por lo pronto basta
entender que el planteamiento de I’ permite hacer estimaciones de combinacio-
nes tan complejas como: B, + % By —4 B,. En este caso, si estamos estimando
1

una especificacién con 4 variables (mds la constante), I’ =[0 1 5 0 4].

Para poder evaluar pruebas de hipétesis como lo hicimos en el repaso de estadis-

o, P
tica necesitaremos asociar a I’3 con una distribucién. Dado que aXa’ — aXa’,
por propiedades de LGN (Slutsky):

Vasanv? L (rasa )1
Entonces, por propiedades de CLT (Slutsky):

V[yn(B—B)] d 1 o
vasane  Wasania OleXe) = N01)

De manera que si definimos el error estandar como:

s oSy 1/2
SE = (l axa l>
n

Tenemos que:

V(BB d
—sz N (3.20)

Y a partir de esto podemos generar intervalos de confianza y llevar a cabo
pruebas de hipétesis.

3.3.2. Multidimensionales. Varios coeficientes o combina-
ciones lineales de coeficientes.

Si quisiéramos llevar a cabo pruebas de hipotesis multi-dimensionales, en vez de
un intervalo de confianza necesitarfamos generar una elipse de confianza (o una



46 CAPITULO 3. MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS

region de confianza). Llevar a cabo pruebas de hip6tesis de forma independiente
(como lo veremos en clase) implica dejar de considerar la covarianza que puede
existir entre los coeficientes.

Supongamos que queremos evaluar la siguiente prueba hipétesis:

Hy: By=0
B3 =0 (3.21)
H,: eo.c.

Para hacer una representacion matricial de esta prueba de hipétesis podemos
generar una matriz L de dimensién (h x K) donde h es el niimero de condiciones
(o ecuaciones) que estamos considerando en la prueba de hipétesis. En el caso
de nuestro ejemplo A = 2 porque son dos condiciones las que se quieren verificar
(By =0y B3 =0). Por lo tanto, nuestra prueba de hipdtesis seria:

Hy: LB=0

H,: eco.c.

En este caso, si nuevamente tuviesemos una especificacion con 4 variables (mds
la constante), L serfa una matriz de tamaifio 2 x 5:

00100
L[O 00 1 0] (3.22)

Al igual que en el caso anterior, la motivacion a la prueba de hipdtesis que se
quiere evaluar debe venir de la interpretacién de los coeficientes y veremos ejem-
plos relacionados. La igualdad del lado derecho nuevamente no necesariamente
debe ser un vector h de ceros. Asimismo, la matriz L puede ser mas complica-
do, lo tnico necesario es que cada renglén (o condicién) a evaluar debe ser una
combinacién lineal de coeficientes, de la misma forma que I’3. Por ejemplo, si
se quisieran evaluar las siguientes condiciones:

Hy: 2B, +08,=0

1

551—353:0

B+ Byt B+ B,=0
H,: eo.c

La matriz L correspondiente seria:

021 0 0
L=10 3 0 =3 0
011 1 1
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Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso unidimensional:

LVa(f—B) 5 N(0, Laza’L') (3.23)

Adem4s en este caso:
—_ L ‘\i ’\/L/
Var(Lf) = 22242

n

Y por teoria de probabilidad (producto de normales estandér es una ji-cuadrada
con grados de libertad igual a la dimensién de la varianza):

(LG — L)

oy a1
P2 - S (320

En clase explicaremos e ilustraremos por qué no es correcto utilizar dos interva-
los de confianza generados a partir del caso de pruebas de hipdtesis unidimen-
sionales para el caso h = 2.

{ '
Ejemplo:

Calif=B,+B, COMX; + B, Jal; + B, Muijer; + B, HE;

Pregunta:
¢Como evaluar si el efecto de “estados” es relevante para explicar
calificacion?
HO:  B,=0
Pruebas conjuntas: B,=0
H1: eoc
B,
El intervalo de confianza para 3,
incluye el cero
By
B,
By
iPero el intervalo de confianza para 3, no
incluye el cero!

¢Es entonces esto suficiente evidencia para
rechazar la hipétesis de que el efecto de
“estados” no es relevante?
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B,

By

Bajo el argumento anterior, tendriamos
una region de confianza producto de

la interseccién de ambos intervalos,
como la zona gris oscuro

B,

B,

iDicha zona se olvidaria de la posibilidad
de que haya alguna correlacién entre

Bry B!

Una regidn de rechazo como la azul

si tendria en cuenta la posible correlacion

B,

B,

Sin embargo, es este ejemplo podemos
ver que el (0,0) estd en la “zona de
confianza”. Bajo este argumento no
rechazariamos la hipétesis nula de que
el efectos de “estados” no es relevante

Esta imagen representa una distribucion normal
bivariada (recordemos q el vector 3 se distribuye
normal) y la imagen de la derecha es una region
de confianza que la distribucion de la izquierda
proyecta. Noten q la forma se asemeja a la que
ilustre en la ldmina anterior

40"&3‘

+ ¢Coémo evaluamos entonces la prueba de hipétesis planteada?

HO:  PB,=0
,=0
H1: eoc

« Utilizamos el estadistico F
« Esta distribucion resulta del producto de dos distribuciones normales
« Mas en especifico, este es el caso de la ji-cuadrada, pero la F converge a la ji-
cuadrada cuando n tiende a infinito, asi como la t hacia la normal
* Intuitivamente, hacemos el producto de dos valores que se distribuyen
normal y obtenemos el estadistico F con la siguiente formula:
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r
+ Siguiendo la estrategia descrita en la Nota 2 establecemos:
L={0 1 0 0 O
00100
B:[Bo B B Bs [34]
* Recordamos ademas que aZa’ es la matriz de varianza-covarianza
bajo heterocedasticidad que resulta de hacer al estimacion.
* Calculamos F y contrastamos contra valores criticos de la distribucién
ji-cuadrada con h grados de libertad
3 Lasa'L 3
’
F=h-(LB-LB) | = | (LB-LB)
.
(

[ZCICEZID Results of Regressions of Test Scores on the Student-Teacher Ratio and Student
Characteristic Control Variables Using California Elementary School Districts

Dependent variable: average test score in the district.

Regressor

w @ @ @ ®
Student-teacher ratio (X) YIS a1 Lores
0 04 03 o2
Percent English learers () o650 -0, s 01300
OO0 (@0 (003
e for subsidized unch (X) ~gsa7es ~0s200
0024 o3
Percent on public income assstance (X;) 07900
0069 009)
Inercept @eore  eseor 020 @80 7004
(104) ®7) (56) (6.9) (55)
SER s 1 508 e 508
r 0.049 0424 0773 0.626 0773
w 20 20 20 20 20
—— endix 41, Heteroskedas
ey given o parenien: atsical
5% el o ++1% ignieanc evel using -0 et
@ZIITER Nonlinear Regression Models of Test Scores
Dependent varible: average test score n district; 420 observations.
Regressor W @ e w ® ® )
Student-teacher atio (STR) 100 073+ 097 053 s moe g2
02 02 (05 0 Gis @0 (@526
STR® —342%* —438%  -347%%
29 a4 a2
STR® 0.059** 0075** 0,060
@ o oo
% Englsh learers 01220+ 01760 0166
©0 (0034 03
% English 56 ss0 same 86
- 107 (@ wSH e am G
HIELX STR 128 -0s8 12330
©on ©30) o2y
HIEL % STR® 6.12%
65
HIEL % STR* 0.101*
00t
% Elgible for subsidized lnch  ~0.547%% 0395+ 0 000 04t 0402
o9 (0053 0 009 0% 00
erage distrct income s R nzse s st
Qogarihmy i sy am am s
Intercept T2 essere 6w G536 252 >
o ®6 (19 09 (66 d6sn

Tests of joint hypotheses:

F-Statstcs and p-Values on Joint Hypotheses

(a) AlLSTR variables St s
and interactions = 0 (©004)  (0003)

(6) STR®.STR" = 0

631 4% sol
(<0001)  (<0001)  (0.001)

617 551 596
(<000 0003)  (0.003)
(c) HIEL  STR, HiEL X STR', 260
HIELX STR® = 0 (©04%6)
SER 908 86 1588 863 856 855 857
® 0773 0794 05 0795 0798 079 078
iforni, descries 41 Standard
Fatatisics

Statistcally ignifican tthe S enificance vl

What can you conclude about question #1?
About question #2?
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[ZXIXED Multiple Regression Estimates

of the Student-Teacher Ratio and Test Scores: Data from Massachusetts

Dependent variable: average combined English, math,

distic,fourth grade;
Regressor m @ @ @ ) ©
Student 17200 069° 064" 124 10200 067+
(STR) (050) 027) ©2)  (140) 037) (027)
STR 0680
©737)
STR' 0011
©013)
% English learners 0411 0437 0434
0306) (0303 (0300
% English lcarncrs 126
median? (Binary, HiEL) ©8)
HiEL  STR 050
(036)
% Eligible for free lunch 05200 0SS 0SS 0709 0653
©o) M) @14  ©00)  ©O7)
Districtincome (logarithm) 1653+
G15)
District income 338 3870
(49 @49)
District income® 0164 0 01840 0165
©0S5)  (008%)  (O0%0)  (0.085)
District income® 00022¢  -00023* 00023  -00022%
©0010)  (00010)  (00010)  (0.0010)
Intercept 7396 o Taa0e eSSt 799 Tavdr
6) ais) @13) ®13) 3 (203)
FStatstics and p-Values Testing Exclusion of Groups of Variables
Regressor 0 @ ® @ ® ©
Al STR variables and 25 o1
interactions = 0 ©0%) (o)
STR STR' =0 0.5
(1)
(<0001) (<0001 (0003  (0002)
HiEL, HIEL X STR 158
©0208)
SER e 569 861 563 562 864
' 0063 0670 0676 0675 0675 0674
These regresions were cstimatcd using the data on Massachuscts clementary school districts desribed in Appendix .1 Stan-
ual coeficients are ststistcally ignificant a the +5% kevel o 1
How do the Mass and California results compare?
* Logarithmic v. cubic function for STR?
+ Evidence of nonlinearity in TestScore-STR relation?
* Is there a significant HiEL X STR interaction?
p 5
RLXTCETXID Regression Analysis of the Effect of Drunk Driving Laws on Traffic Deaths
Dependent variable: traffc fatality rate (deaths per 10,000)
Regressor W @ @ @ o) © 2
Beer tax 036* 066+ 064" 045 069 046 0930+
©05) (029 (036 (©030) (03  (©31) (034)
Drinking 0028 0010 0037
0070 (0.083) (©.102)
Drinking age 19 0018 0076 0065
©050)  (0.068) (©09)
Drinking age 20 002 0100 0113
©051)  (0056) (0125
Drinking age 0002
(0021)
Mandatory jail 0038 0 0039 0089
o community service? 0103 (0112)  (0103) (0.164)
Average vehicle 0008 0017 0009 0124
miles per driver ©007)  (0011)  (0007) (©049)
Unemployment rate 0063+ 0063 00914
00 ©013)
Real income per capita 1520 179+ 100
(logarithm) (o) ) 068)
ears 196285 195288 19268 1982-88 198288 198288 1982 & 1988only
State effects? nooyes  yes yes yes yes yes
Time effects? no o omo o yes yes yes yes yes
Clusteredstndard errors? —— no yes yes yes yes yes yes
F-Statistcs and p-Values Testing Exclusion of Groups of Variables
Time effects =0 42 10 348 1028 3749
©002) (<0001 (0006) (<0.001)  (<0.001)
Drinking age coefficients =0 035 L4l 042
©786)  (0253) 0739
Unemployment rate, 2962 3196 2520
income per capita =0 (<0.001) (<0001 (<0001
® 0091 089 0891 0926 083 0926 0899
These regressions were estimated using paneldata for 48 US. states Regessions 1) thraugh (6) us data for al years 1982 10
1988, and rression (7 uses data from 1982 and 1985 only. The data st is described in Appendix 101, Standard ereors ae givn
0 the coefic Ftatstes. is

satistically significant at the *10%, “5%,or *#1% significance level,
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3.4. Interpretacion de coeficientes

Generalmente estamos interesados en uno de los pardmetros que estamos esti-
mando (sea (). La interpretacién del coeficiente estimado en el caso de una
regresion multivariada es que indica el cambio en la variable dependiente (Y)
por un cambio marginal en la variable X; (AX; = 1), tomando todas las demds
variables de control (X, ..., X ;) constantes (caeteris paribus).

3.4.1. Caso simple

En la interpretacién de coeficientes es importante tomar en cuenta en qué unida-
des se miden las variables dependiente (V') y la variable de control que cambia
marginalmente (X;).

Supongamos que estimamos la siguiente especificacién con MCO:

Y, =By + 51Xy + B Xy + o+ B Xk +U; (3.25)

Veamos el resultado de aumentar en una unidad la variable X; (AX; = 1)
dejando todas las demas variables constantes:

Vi =B+ B1(Xy; + 1) + 8o X+ + B Xg, + U (3.26)

En este caso, el cambio de la variable dependiente sera:

AY, =Y Y, =5 (3.27)

Por lo tanto, 8, representard el cambio en Y; que resulta de incrementar X; en
una unidad manteniendo todas las demés variables constantes. Durante la clase
veremos ejemplos practicos.

3.4.2. Formas funcionales

A pesar de que la forma lineal de la especificacién del modelo MCO parece ser
muy restrictiva en principio, es posible hacer transformaciones de las variables
independientes y con ello lograr una mejor aproximaciéon de la relacién entre
dos variables.

Llevar a cabo transformaciones permite hacer una estimaciéon més exacta en
términos estadisticos y mas correcta en términos teodricos.

Para decidir qué tipo de transformacién es mas pertinente utilizar en cada caso
debe considerarse:

= De acuerdo a la teoria, qué funcién representa de manera mas fidedigna
la relacién entre dos variables
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= De acuerdo a los datos empiricos, qué funcién describe de manera maés
exacta la relacién entre los datos observados

3.4.3. Transformaciéon polinomial

En el caso de transformaciones para generar distintas formas funcionales (como
se discute en la seccién anterior) es importante considerar que las interpretacio-
nes de los coeficientes cambian de forma importante.

Para empezar, tomemos el caso de una transformacién polinomial de alguna
variable de interés. Supongamos que estimamos la siguiente regresion:

Y, = B0+ 51Xy + Bo X3+ + B X + U, (3.28)

Si en este caso queremos ver el cambio en la variable dependiente Y por un
cambio marginal en X;, es importante notar que la variable X; aparece en méas
de un término en la estimacién (3.28). Por lo tanto, si queremos aproximar el
efecto de un aumento marginal de X; (i.e. 90X, = 1), calculamos la derivada
respecto de X:
9Y;
0X4,;

= B + 2B, Xy,

Lo que la ecuacién anterior indica es que ahora, por la forma cuadratica, el
efecto de un aumento marginal de X, sobre Y depende del nivel de X del cual
partimos. Por lo tanto, el efecto serd distinto dependiendo del individuo. En
particular, el coeficiente 3, corresponde al cambio en Y asociado a un aumento
de una unidad de X, condicional en que el valor inicial de X; = 0. Por otra
parte 35 tiene una interpretacién relacionada a cémo este efecto marginal va
cambiando conforme se incrementa X :

%Y,
e

=20,

En la ecuacién anterior podemos ver que el signo de 3, determina el signo de
0%Y,
0X3,"
En otras palabras, nos dice si el cambio de Y por un cambio marginal de X es
creciente o decreciente.

Es decir, £, nos dice si la relacién entre Y; y X, es céncava o convexa.

En (3.28) empleamos un polinomio de grado 2. Sin embargo, podemos utilizar
un polinomio de mayor grado en la especificacién. Cabe notar, sin embargo,
que dicho cambio debe estar sustentado tedéricamente o con evidencia empirica
(mostrada en los datos), ya que conforme aumenta el polinomio la interpretacién
de algun efecto partiendo de los coeficientes se vuelve mas complicado.
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3.4.4. Transformaciéon logaritmica

En el caso de una transformacion logaritmica, los coeficientes cambian en su
interpretacién. Una caracteristica particular de los logaritmos es que provocan
que la variable sobre la cual esta aplicado el logaritmo ya no utilizard sus uni-
dades en la interpretaciéon. Esto es de gran ayuda en casos en los cuales las
unidades que se estan utilizando no son faciles de interpretar o de conocimiento
universal (e.g. calificaciones en un pais en especifico). En vez de utilizar sus uni-
dades, los cambios en esta variable estaran expresados en términos porcentuales.
Esto es util en casos en los cuales suelen ser comunes los cambios porcentuales
(e.g. variables monetarias).

La transformacion logaritmica puede aplicarse tanto a la variable dependien-
te como a controles de la estimacion. Empecemos por ver cémo interpretar el
coeficiente de algtin control cuando la variable dependiente es un logaritmo:

In(Y;) = By + 81 Xq; + -+ B Xg; +U; (3.29)

Para ver como interpretariamos ahora un coficiente veamos el caso de ;. Pri-
mero calculamos la derivada respecto de X;:

8, = dIn (Y;) _ 9Y; /90Xy,
Toax, Y,

2

En este caso, para un cambio de X, en una unidad (i.e. 0X;; = 1), tenemos

que f; representa un cambio de Y; igual a ayil

(en términos porcentuales) tenemos que multiplicar por 100 ambos lados para

. Para expresar esto en tasa

obtener que: 100 - 5; = 100 - agi %. Nétese que las unidades de Y; en este

caso ya no influyen en la interpretacién del coeficiente, pero las de X, si. En
resumen, en este caso tendremos que un aumento de una unidad de X;; conlleva
un aumento de 100 - 5; % en Y.

Imaginemos ahora que en vez de (3.29), hacemos una transformacién logaritmica
para uno de los controles:

Y, =By + By In(Xy;) + -+ B Xp; +U; (3.30)

En el caso de (3.30), la interpretacién de §; surgirfa de:

oy, oY,

?

- dln (Xu) - 6X1i/X1i

P

Sin embargo, esto llevaria a una interpretacion poco intuitiva ya que si asumimos
. . . . 00X, . . ,
que el denominador cambia en una unidad (i.e. 57+ = 1) implicaria que X,
1i
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aumenta en 100 %. Para hacer mds intuitiva la interpretaciéon multiplicamos y
dividimos entre 100 de manera tal que obtenemos:

oY, oYy, 100

~ 9l (X14) B X1,/ Xy, 100

A

Ahora es més intuitivo asumir que el denominador cambia en una unidad
(i.e. 0Xy;/X; - 100 = 1) ya que esto implicaria que X;; aumenta en 1%
(i.e. 0Xy;/X,; = 1/100). Sin embargo, el cambio realizado afecta también al
numerador. Si asumimos que el denominador es igual a 1, la ecuacién anterior
resulta en:

B, = dY; - 100

Esto quiere decir que el cambio en Y] es de 8,/100. Por lo tanto, la interpretacién
correcta del coeficiente (; en (3.30) es que, caeteris paribus, un cambio de X;;
en 1% conlleva un cambio de 3;/100 unidades de Y;. Cabe sefialar que ahora
las unidades de X;; no influyen en la interpretacién, pero las de Y; si.

Por ltimo, vemos qué sucede si empleamos logaritmos de ambos lados, tanto
en la variable dependiente como en el control:

In(Y;) = By + By In (Xy;) + - + B Xy + U; (3.31)

En el caso de (3.31), la interpretacién de [3; surgiria de:

ol(Y,) _ 0vy,

= dIn (X1i> - aXli/Xli

Nuevamente, dado que tenemos logaritmo del lado derecho, como en (3.30),
siguiendo la misma estrategia multiplicamos y dividimos entre 100 para inter-
pretar el cambio en X, como un cambio de 1%, por lo tanto tendremos:

8 — ay,/Y, 100
Y7 oX,,/X,; 100

Para interpretar 5, vemos que un cambio de una unidad en el denominador
(i.e. 0X1;/X;;-100 = 1) equivale a un aumento de 1% en X;; (i.e. 90X,/ Xy; =
1/100). Entonces, si el denominador es igual a 1 nos queda que §; = 100 =
0Y,/Y,. En este caso, ya no hay necesidad de multiplicar por 100, ya que el
cambio porcentual de Y; (i.e. 9Y;/Y;) ya estd expresado en tasa debido a que esta
multiplicado por 100. En resumen, para interpretar ; no hace falta multiplicar
o dividir entre 100 como en los casos anteriores. Simplemente tendremos que,
caeteris paribus, un aumento de 1% en X, conlleva un cambio de 8, % en Y.
En este caso, las unidades de Y; y X, no importan.

La siguiente tabla resume todas las posibles interpretaciones de la transforma-
cién logaritmica dependiendo de la posicién del logaritmo en la especificacion
lineal:
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Var. Dep (Y) Var. Indep (X;) Interpretacién del coef. de X, (5;)

In (V) X, AX, = 1= AY = (1008,) %
Y In (X,) AX, =1% = AY = (3,/100)
In(Y) In (X;) AX,=1% =AY =(6,)%

3.4.5. Variables Dummy

Otra interpretacién interesante surge cuando la variable dependiente es una
variable dummy (i.e. una variable dicotémica X; = {0,1}). En estos casos no
tiene sentido interpretar a 5; como el cambio en Y tras un cambio marginal en
la variable independiente (AX; = 1).

Para entender la interpretacion del coeficiente de una variable dummy es con-
veniente repasar que representa la variable en el caso de una regresiéon lineal
simple. Supongamos que la variable dummy representa ser mujer (i.e. X;; =1
si el individuo 4 es mujer y X;; = 0 si es hombre). Supongamos que estimamos
la siguiente regresion:

Calif, = By + 5, Xy; + U, (3.32)

donde Calif; representa el promedio escolar de la persona i.

En este caso la media condicional de ser mujer y hombre, respectivamente son:

E(Calif;|Xy; =1) =By + B4
E(Oalifi|X1¢ = 0) =By

Por lo tanto, B, representa la diferencia en calificacion de ser mujer respecto de

ser hombre:

Similarmente, supongamos que una persona se caracteriza por la region en la
que vive y existen cuatro distintas posibilidades de regiones: {NE, NW, SE,
SW}. Para expresar esto en una regresiéon podemos crear variables dummy para
cada regién (i.e. NE; = 1sii vive en el NE, NE; = 0 eoc) y estimar la siguiente
regresion:

Calif; = By + B NE; + BoNW; + B35E; + U;

Aqui es importante dejar una de las cuatro regiones como regién omitida (o de
referencia). Esto es necesario, ya que de lo contrario la variable constante serd
multicolinear con las cuatro variables regionales. Matematicamente, si hacemos

n
esto, la matriz (711 > XiX{) no serfa invertible, por lo tanto, no podriamos
i=1
estimar los coeficientes.

En el ejemplo anterior, 35 serd interpretada como la calificacién de un individuo
promedio que habita en la regién SE respecto a la de un individuo promedio
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que habita en la regién SW. La seleccién de la region de referencia fue subjetiva
en este caso. Cualquier regién podria haber sido elegida como la de referencia.

Ejemplo: ;Cémo cambiarian los coeficientes si la regiéon de referencia elegida
hubiera sido NW?

3.4.6. Interacciones

Las interacciones resultan de utilizar el producto de dos variables como una
variable independiente adicional. Generalmente, dicho producto ocurre entre
dos variables dummy o una variable dummy y una continua.

3.4.6.1. Interaccion de dos variables tipo dummy

Consideremos un modelo donde queremos explicar el total de horas laboradas
basado en el sexo y estado civil del individuo. Sea X, una variable indicador
para mujer (X;;, = 1 si ¢ es mujer y X;; = 0 si es hombre) y X,, una variable
indicador para estado civil (X5, = 1 si i es casado y X,; = 0 si es soltero).
Tomemos el siguiente modelo:

Y, =By + 81Xy, + 82Xy, + 83X, X0, + U (3.34)

Para entender la interpretacién del coeficiente de la interacciéon (f55) considere-
mos nuevamente medias condicionales:

[A] = E[Y;|Xy; = 0, X5, = 0] = 5,

[B] = E[Y;| Xy, =0, Xy, = 1] = 5y + B,
[C]=E[Y;|Xy; =1, Xy, =0] = ﬂ + By

[D] = EY;|Xy; =1, Xy, =1] =By + By + B + 55

Por lo tanto tenemos que:

B, representa horas extra que trabaja un hombre casado respecto a un soltero.
By + B representa horas extra que trabaja una mujer casada respecto a una
soltera. (3; representa si estar casado respecto a estar soltero representa una
diferencia mayor para una mujer que para un hombre. Dicho de otra manera,
indica si el plus de horas de trabajo por estar casado es diferente para una mujer
que para un hombre.
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3.4.6.2. Interacciéon de una variable tipo dummy y una variable con-
tinua

Supongamos ahora que una de nuestras variables es continua. En vez de la va-
riable dummy casado/soltero supongamos que tenemos una variable que indica
el nivel de educacién de la persona. Podria interresarnos analizar si los retornos
a un afo adicional de educaciéon son similares entre hombres y mujeres. Para
ello establecemos el siguiente modelo:

Ing;, = By + 1 Educ; + fsMujer; + B3 Educ; - Mugjer; (3.35)

En este modelo Ing; representa el ingreso mensual de una persona medida en
pesos; Educ;, el nivel educativo medido en anos completados; y Mujer; es una
variable dummy igual a 1 si la persona es mujer.

Utilizando este modelo, los retornos a un ano adicional de educacién para los
hombres son:

E(Ing;|Mujer; = 0) = By + p, Educ;

OE(Ing;|Mugjer; =0) 3
0FEduc; -

Similarmente, los retornos a un ano adicional de educacién para las mujeres son:

E(Ing;|Mujer; = 1) = (By + B2) + (By + Bs) Educ;
OE(Ing;|Mujer; = 1)
0FEduc; =Pt s

Por lo tanto, 35 representa la diferencia en los retornos entre hombres y mujeres.
Dicho de otra manera, 35 indica qué tan mayores son los retornos a un aho
adicional de educaciéon para las mujeres que para los hombres.

OE(Ing;|Mujer; =1)  OE(Ing;|Mujer; = 0)

fs = O0Educ; B 0Educ;

3.4.6.3. Interaccién de dos variables continuas

Por ultimo, podemos utilizar un modelo con interacciones donde las dos va-
riables involucradas en la interaccién son variables continuas. En este caso, el
modelo nos puede indicar si los rendimientos marginales respecto a una variable
dependen de la otra variable incluida en la interaccién.

Por ejemplo, supongamos que especificamos el siguiente modelo:

Ing; = By + B Educ; + pyCalidad; + fsEduc; * Calidad, (3.36)
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donde Calidad; es un indice que mide la calidad de la educacién recibida. En
este caso los retornos por un ano adicional de educaciéon seran:

9E(Ing;)

0FEduc; = B, + B3Calidad;

Lo que nos indica el resultado anterior es que dichos retornos a la educacién
pueden depender del nivel de calidad.

%Discutir en este caso como se obtienen los coeficientes (4’s). Dar un ejemplo
con retornos a horas de practica en un video juego.

3.5. El estadistico R?

Una medida cominmente utilizada para describir qué funcién describe de mejor
manera los datos empiricamente es el estadistico R2. Cabe sefalar que no es
recomendable elegir el modelo a utilizar basandose tinicamente en el estadistico
R?. Este estadistico aumenta si incrementamos la cantidad de variables a in-
cluir en la regresiéon. Sin embargo, no en todos los casos es conveniente afiadir
controles en una regresién, especialmente si nos interesa llevar a cabo inferencia
causal. Antes de recurrir a esta alternativa se recomienda utilizar la teoria para
justificar el modelo a emplear.

El estadistico R? se calcula como:

=
Il
It7:
=
|
5

NgE!
=

|
=

~
Il
—

ik (3.37)

El estadistico R? representa la parte de la varianza de Y; que es explicada por
el modelo MCO.

3.6. Modelo de Probabilidad Lineal

Ahora veremos qué sucede en casos en los cuales la variable dependiente es una
decisién binaria. En este caso, nuestra variable dependiente serd una variable
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tipo dummy (Y; = {0,1}). En este caso, nos referiremos a la estimacién como
un modelo de probabilidad lineal, el cual consiste en simplemente estimar
un modelo de MCO con errores heterocedésticos:

Y, = X(B+0,

En este caso, aplican los supuestos del modelo de MCO, tal como lo revisamos
anterioremente. Sin embargo, una particularidad es la interpretacién de los co-
eficientes. Dado que nuestra variable dependiente es una variable binaria, el
modelo se puede especificar de la siguiente forma:

E(Yj|X;) =1 Pr(Y; =1|X;) +0- Pr(Y; = 01X;) = Pr(Y; = 1|X;) = X; 8

En clase mostramos cémo se ve este modelo graficamente.

Por lo tanto, cada coeficiente (f3;) representara (caeteris paribus) el cambio en
la probabilidad (medida en puntos porcentuales) de que Y; = 1 por un cambio
marginal en X ;. Ejemplo, si nuestra variable dependiente es inscribirse o no a la
universidad y una de las variables independientes es la educacién de la madre,
el coeficiente de esta variable representara el cambio de la probabilidad (medido
en puntos porcentuales) de que el individuo se inscriba a la universidad por un
aumento de un afo en la educacién de la madre.

En el caso del modelo de probabilidad lineal, los errores siempre deberan asu-
mirse como heterocedasticos, ya que:

Var(Y;|X;) = Pr(Y; = 11X;) - (1 = Pr(Y; = 11X;)) = X{ (1 = X;f)

Sin embargo, un problema de este modelo, por su disefio lineal, es que es posible
que nos lleve a predecir valores imposibles (es decir, fuera del rango 0-1) para
la variable dependiente. Existen modelos que corrigen este problema y estiman
valores de la probabilidad estrictamente entre 0 y 1, siendo probit y logit los
casos mas conocidos. Estos modelos forman parte de la categoria de modelos de
estimadores de mdzima verosimilitud (MLE).

3.7. Sesgo por variables omitidas

En esta seccién, el propésito es estimar cudl es la diferencia en los coeficientes
entre estimar una regresién con K variables (que llamaremos regresion larga
por simplicidad) utilizando MCO y estimar otra regresién que omita una de
esas variables (por simplicidad omitiremos la variable X ).
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Sea la regresion larga:

Y=08+06X1++ Bk 1 Xk 1+ B Xk +U (3.38)

Sea la regresién omitiendo la variable Xy (regresién corta):

Y=o+ X+ +ax X 1+V (3.39)
Queremos establecer cudl es la relacién entre 3, y o para j = {0,1,..., K —1}.
Definamos a la regresién residual como:

Xg=2%+tnXi+ -+ 7k 1 Xg +W (3.40)

Sustituyendo (3.40) en (3.38) obtenemos:

Y =8+ 81Xy + -+ B Xg1 +Bx(vo + Xy + o+ v X + W)+ U

Reordenando los términos obtenemos:
Y = Bo+ B Xy + -+ By 1 Xy + BgW +U (3.41)

donde Ej = B+ B, para j={0,1,..., K — 1}.

Noétese que ésta tltima regresién es lo mismo que (8.1) si definimos al error como
V = BxW +U. Por lo tanto, las condiciones de primer 6rden que nos llevarian a
resolver ésta ultima regresion y (8.1) son las mismas. Esto implica que ﬁj = a;.
Por lo tanto, el sesgo se define como:

Q= 5j = 5K’Yj

El signo del sesgo estard entonces definido por los signos de los coeficientes 5y
Y ;-

[ https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0 ]

3.8. Validez externa e interna

En esta nota hemos revisado la manera en la que se deriva el modelo MCO. En
la seccién anterior mencionamos el problema mas comin para hacer inferencia
causal utilizando los resultados del modelo MCO (sesgo por variables omitidas).
Sin embargo, existen otras consideraciones importantes cuando queremos llevar
a cabo inferencia utilizando nuestros resultados.
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3.9. Validez externa

Hay validez externa cuando los resultados de un andlisis llevado a cabo con
una muestra de una poblacién especifica son validos y generalizables para otras
poblaciones.

Ejemplo: Llevar a cabo anélisis del impacto de una politica social para hogares
pobres en México (e.g. Progresa/Oportunidades) puede tratar de generalizarse
para otros paises en desarrollo de caracteristicas similares a las de México.

Los problemas mas comunes relacionados con validez externa son:

= Diferencias en las poblaciones. Por ejemplo, en medicina se hacen
muchos estudios con ratones y siempre existe la controversia si el efecto
serd similar en seres humanos.

= Diferencias en contexto. Los resultados pueden no ser generalizables
a poblaciones similares si caracteristicas del contexto pueden causar di-
ferencias importantes. Algunos ejemplos incluyen diferencias geograficas,
diferencias en leyes, diferencias ambientales, etc.

3.10. Validez interna

Hay validez interna cuando los resultados de un anélisis llevado a cabo con una
muestra son validos y generalizables para la poblacién de la cual se extrajo dicha
muestra.

Los problemas mas comunes relacionados con validez interna son:
= Sesgo por variables omitidas. Discutido la seccién anterior.

= Especificacién incorrecta de la forma funcional. Discutido en la
seccion 77.

= Error de medicién. En algunos casos, es posible que una o méas varia-
bles disponibles en la base de datos a utilizar en el analisis tengan errores.
Dichos errores pueden surgir por errores en la medicién, en la captura de
datos, que los encuestados no recuerden precisamente algiin dato, pregun-
tas mal estructuradas o poco claras, respuestas falsas intencionales, etc.

Para determinar cudl puede ser el efecto de llevar a cabo una regresiéon con
errores en las variables consideremos lo siguiente:

Sea X la variable X medida con error, donde el error se define como: w; =
X, — X,

Por simplicidad tomemos el caso de una regresiéon simple, donde queremos esti-
mar el coeficiente f3;:
Y; =B+ 6 X +U; (3.42)
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Sin embargo, dado que en nuestra base de datos tinicamente tendremos dispo-
nible a X, realmente estaremos estimando la siguiente regresién:

Y, =B+ B X +V, (3.43)

Noétese que el error cambié en este caso, ya que: V, = 5, X; — ffl)?z +U;.
En el caso de la regresién (3.43), el coeficiente estimado sera:
5 Cov(X,Y)
Var(X)

En este caso nos interesara determinar la relacién entre 5, y 5,, donde:

_ Cou(X,Y)
b= Var(X)

Para establecer la relacion:

~ Cou(X
1= (

Var(X Var(X +w)
_ Cou(X,Y) Var(X) n Cov(w,Y)
- Var(X) Var(X+w)  Var(X +w)

YY)  Cov(X +w,Y)
N) -

_5 ( o% ) Cov(w, By + 51X + U)
TN\ Var(X +w) Var(X 4+ w)

Si suponemos que los errores no estan correlacionados Cov(w,U) = 0:

5 0% + Cov(w, X)
b= ﬂl( Var(X + w) )

Un caso particular se conoce como el error de medicién clasico. Este tipo de
error asume que los errores de mediciéon (w) no estdn correlacionados con el
valor real de X. Este tipo de errores pueden surgir, por ejemplo, si hay errores
aleatorios de captura.

En este caso, tendremos que Cov(w, X) = 0, por lo tanto:

B = by (”X) (3.44)

o% +on

Esto quiere decir que hay un sesgo de atenuacién. Es decir, el coeficiente es-
timado en la regresion que utiliza las variables con errores de medicién (3.43)
serd menor en valor absoluto que el coeficiente que resultaria si se utilizardn los
valores sin error.
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Debe tenerse en cuenta que en algunos casos los errores de mediciéon pueden
ser sistemaéticos, por lo tanto, asumir que los errores de medicién son clasicos
puede ser incorrecto. Por ejemplo, en preguntas tales como ingresos mensuales,
numero de bebidas alcohdlicas consumidas regularmente por semana, horas de
ejercicio o estudio a la semana, etc. Es comiin pensar que hay errores sistematicos
reportando los datos por parte de los que contestan las encuestas. En este caso,
la direccién del sesgo estard influido también por el factor Cov(w, X).

= Datos faltantes y sesgo muestral. El problema de datos faltantes se re-
fiere a que algunas observaciones en la base de datos reportaron de manera
incompleta la informacién requerida o dicha informacién no estaba dispo-
nible. El sesgo muestral surge si los entes de la poblacién seleccionados
para formar la muestra no son representativos de la poblaciéon en gene-
ral. Estos problemas son relevantes porque amenazan el supuesto de i.i.d.
Existen métodos estadisticos disefiados para tratar con estos problemas,
pero dichos métodos no estan incluidos en el temario del curso.

» Causalidad simultanea. Este problema surge cuando ademas de haber
una relacién causal de la variable X a Y, también existe una relacién cau-
sal de Y a X. Dado que la estimacion de los coeficientes implica calcular
la correlacién condicional entre las variables, la estimacién estara sesgada.
Ejemplo: Supongan que les interesa ver la relacién entre tamano del saléon
de clase y calificaciones. Supongan que el gobierno establece una iniciati-
va que dice que las escuelas con mejores resultados recibirdn mas recursos.
Esto puede llevar a la contratacién de maestros y por lo tanto, a la dismi-
nucién del tamano del salén de clases. En este caso, establecer la relacién
causal de tamano de clases a calificaciones requerird que se recurran a
otros métodos, como variables instrumentales y métodos experimentales
que cubriremos mas adelante en el curso.

3.11. Variaciones al modelo de Minimos Cuadra-
dos Ordinarios

3.11.1. Regresiones cuantilicas

El problema de minimos cuadrados ordinarios consiste en minimizar:

E(Y, - X{5)? (3.45)

Esta estimacién nos da como resultado una estimacién de la media de Y; con-
dicional en las variables que se eligen como controles en el modelo, X,;. Sin
embargo, en algunos casos nos puede interesar hacer inferencia para distintos
partes de la distribucién de Y;. Por ejemplo, supongamos que nos interesa me-

dir los retornos educativos para distintas partes de la distribucién del ingreso
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(para los individuos de mayores y menores ingresos). En este caso modificamos
el problema de minimizacién planteado hacia el siguiente:

min - p,[¥; — X;f,| (3.46)

donde p,. es un ponderador de los errores absolutos y 7 es un indicador del
cuantil 1007 (Figure: 3.3):

ps(u)

T—1 /’j/r

-

Figura 3.3: Ponderador de errores

Por ejemplo, p; 5 es el ponderador para el cuantil 50. Utilizando este ponderador
generaremos un estimador de la mediana de Y, utilizando las variables explica-
tivas X;. Similarmente, p, ¢ es el ponderador para el cuantil 90 y generard un

estimador del cuantil 90 de Y; utilizando las variables explicativas X;.

Ejemplo con retornos educativos.

3.11.2. Minimos cuadrados ponderados

Como vimos en la seccién 3.2, el supuesto de homocedasticidad asume que la va-
rianza de los errores no depende del nivel de X;. Como describimos, el incentivo
a utilizar homocedasticidad es que conlleva mayor eficiencia en la estimacion de
los coeficientes de MCO. El modelo de minimos cuadrados ponderados (Weigh-
ted Least Squares, WLS) consiste en llevar a cabo una transformacién de las
variables para poder estimar el modelo asumiendo homocedasticidad y obtener
estimadores mas eficientes.

Este modelo se basa en la idea que la varianza del error depende de una funcién
de X;:
Var(Ui|Xi) = o*h(X;) (3.47)

Sin embargo, este modelo asume que la funcién h(-) es conocida y se puede
estimar. Generalmente este es un supuesto restrictivo.
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Suponiendo, que la funcién h(-) se puede estimar, los pasos para llevar a cabo
la estimacién de este modelo son los siguientes:

Cada una de las variables se divide entre la raiz de h(X):

Y* = i X* = L
' h(X,) Y V/AX)
* XKi Ur = Uz
K V/h(X) tVR(X)

Y se puede estimar el siguiente modelo:
Y = Bo+ BiXis 4+ B X + U (3.48)

En este caso puede verse que el error tendrd una varianza homocedéstica (cons-
tante) y por lo tanto podemos estimar los pardmetros (8’s) utilizando el modelo
MCO. Es importante tomar en cuenta que:

= El valor estimado de los parametros cambiard, pero el estimador sigue
siendo consistente

= Este nuevo valor estimado tendrd errores estdndar menores (tipicamente).
Por lo tanto, la estimacién serd maés eficiente.

Sin embargo, el supuesto importante es que la forma de la funcién h(-) es cono-
cida. Ademds, otro inconveniente es que la funcién h(-) no puede ser negativa
para ningun valor de X; (de otra manera estariamos diciendo que la varianza
pudiera ser negativa para algunos valores de X;). Una manera de evitar esto
es con el modelo de FGLS (Feasible Generalized Least Squares - Minimos Cua-
drados Generalizados Factibles). Dicho modelo asume la siguiente especificacién
para la funcién h(-):

h(X;) =exp(dy + 0, Xq; + -+ 0 Xk;) (3.49)
En este caso, la funcién A(-) cumplird la condicién de ser positiva en todo el
dominio de X,.
Los pasos a seguir para llevar a cabo la estimacién FGLS son:
1. Estima la regresién Y; = By + 81 X1¢ + - + B XK1
Obtén los residuales: U,L- =Y, — 50 — Blei — = ﬁKXKi
Estima la regresion log (U2) = 0 4+ 6, X1; + - + 05 X s
Obtén los valores estimados de h(X;): hTX\Z)

o

Sigue los pasos del modelo WLS utilizando los h(X;) estimados para mo-
dificar la variable dependiente y las independientes

BT

Este procedimiento resulta en un estimador consistente y asintoticamente més
eficiente que MCO.
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Capitulo 4

Efectos Fijos y Aleatorios

En la nota anterior concluimos que el modelo MCO es extremadamente 1til, ya
que con muestras grandes y pocos supuestos podemos estimar relaciones funcio-
nales entre dos variables que son sencillas de interpretar. Sin embargo, subra-
yamos que una limitaciéon importante del modelo cuando queremos establecer
relaciones causales es el sesgo por variables omitidas. En esta nota se explicara
un modelo que para resolver el problema de sesgo por variables omitidas impone
supuestos en dichas variables omitidas y hace uso de una estructura de datos
de panel.

4.1. Datos de Panel

Tradicionalmente nos referimos a datos de panel (o datos longitudinales) cuan-
do nuestra unidad de observacién (ya sea un individuo, una familia, una empre-
sa, un pafs, etc.) es captada en dos o més ocasiones a través del tiempo. Es
importante que la misma unidad (i.e. el mismo individuo, la misma empresa,
etc.) sea captada en cada momento a través del tiempo!. En este caso, la no-
tacion que utilizaremos para las variables es Y;,, donde ¢ es el subindice que
indica al individuo y t el que indica tiempo. Por ejemplo, si tenemos una mues-
tra de ingreso y educacién para 100 individuos en 3 anos, nuestra muestra sera
(Ing;y, Educyy) ;1. 100),(t=1,2,3)- En particular, (Ingsy o, Educs, 5) representard
el ingreso y la educacién para el individuo 54 en el afio 2.

Sin embargo, cabe resaltar que en la especificacién del modelo no es estrictamen-
te necesario que t represente tiempo. Por ejemplo, ¢ podria representar familias

ITomar muestras independientes en distintos momentos del tiempo constituye una base de
datos transversal agrupada (pooled cross-section). Esto es diferente que una base de datos de
panel y no es 1til para derivar los modelos de esta nota.

67
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y t podria representar hermanos; ¢ podria representar municipios y ¢ ciudades;
1 podria representar partidos politicos y ¢ candidatos.

La clave de la estructura de la base de datos de panel es que exista un factor en
comun -i- que permita agrupar a mas de una observacién. En el ejemplo clasico
de distintas observaciones a través del tiempo, el factor comin es el individuo,
quien es observado en distintos momentos. En los otros ejemplos planteados,
las familias, los municipios y los partidos politicos son factores que comparten
distintas observaciones.

Se dice que una base de datos de panel es balanceada cuando cada individuo
es observado en todos los momentos del tiempo. En el contexto de los otros
ejemplos que planteamos, esto quiere decir que cada agrupacion i tiene la mis-
ma cantidad de componentes (i.e. cada familia de la muestra tiene la misma
cantidad de hermanos, etc.). Muchos de los modelos presentados a continuacién
no requieren de un panel balanceado forzosamente, pero es importante tomar en
cuenta (especialmente en el ejemplo clasico de unidades observadas a lo largo del
tiempo) que un panel no balanceado puede resultar de pérdida de observaciones
a lo largo del tiempo. Esto se conoce como abandono de la muestra (sample
attrition) y puede ser un factor relevante, ya que podria estar relacionado con
tener una muestra sesgada.

Modelo:

Califye = o + PrHEi + BMujeri + BsMatie + BaCafei + Ui

Problema: Sesgo por variables omitidas!

* Calify = Bo + PrHEj¢ + BoMujerye + PsMaty + BuCafeye + Use

Horas Tazas café al | Dedicacion
estudio dia
4 1

© »
mkrrkoo
fne® > >
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{ 3
Califiy = o + PyHEi; + BaMujer; + PsMati; + ByCafei; + PsDedic; + Uy,
Califyy = o + ByHEy + BoMujer; + BsMat;y + ByCafeqy + BsDedic; + Uy
Ac:zun:/,,’+ BIAHE, + B,AMer, + BsAMat; + ByACaf e, + PsADedic, + AU
Cabe notar:

* Ya no hay coeficientes de tiempo en el resultado de la resta (¢por qué?)
= Algunas variables tendrian que desaparecer (¢cudles y por qué?)
ACalif;= p,AHE; + p3AMat; + B4ACafe; + AU;
e I N
1 1 68 s o 5 1 A
1 2 79 65 o s 12 A
2 1 87 10 1 B 25 8
2 2 o1 1 1 B 25 .
3 1 83 s 1 s 3 c
3 2 80 45 1 6 25 c
Atoras Aazascaté | Dedicacion
estudio 2l dia
Limitaciones:
+ No es posible estimar el coeficiente de ninguna variable que no
cambie a lo largo del tiempo (e]. Mujer)
* ¢Por qué?
* No es posible estimar 3,
« ¢Qué quiere decir entonces la constante en la regresién donde usamos las
diferencias?
1
Califi; = By + BiHEi, + BsMaty, + ByCafey, + BsDedic; + 6,1 }+ Uy
- o
Califyy = Bo + BiHEq + BsMatyy + ByCafer, + BsDedic; + 8, 1L=7 + Uy,
AcCalifi= B1AHE; + B3AMat; + B, ACafe; +8; +AU;
ACalifi= B,AHE; + BsAMat; + &, + AU;
|
. o s
65 o 6
10 1 s
1 1 s
s 1 .
as 1 6
Semestre | Aaficacion | AHoras A1(t=2) | Dedicacion
© estudio
2 s N |
* ¢Qué sucederia si tenemos méds periodos de tiempo?
* Una alternativa es producir mas de un valor estimado para nuestro
coeficiente de interés
« Otra alternativa, es usar toda la informacion para producir un solo valor
estimado
* Veamos qué sucederia con 3 periodos de tiempo
Opcion
1 o
Califis = Bo + i HEss + Bs Matys + BsDedic; + 651{-=3} + 5,1 Y+ Uis
- o 1
Calif, = fo + By HE; + B3 Matyy + fsDedic + 831{£-=3} + 5,1 + Ui
A,Calify = B,AHE; + BsAMat; +85 -8, +4U;
o 1
Calify, = Bo + ByHE + B3 Maty, + BsDedic; + 5;1{t="3} + &,1 }+ Ui
- o o
Califyy = By + ByHE;y + B3 Maty, + BsDedic; + 631,(1//—3) + 6,1 }+ Uy
A Califi = BAHE; + p3AMat; +8; + AU;
L J
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1 1 o s o o A
1 2 79 65 o 6 o 1 A
1 3 85 8 o s 1 o A
2 1 87 10 1 s o ) 8
2 2 51 u 1 s o 1 8
2 3 50 105 1 6 1 ) 8
MW-W$WWW
estudio
_ 01 o5 1
= mm-
studio
1
2 I e 1 o o
I I Pl
estudio
i PR |
2 1 01 05 1 1 1
1 ) 11 25 1 ) 1
2 0 04 1 Il o 1

AyCalif; = By + BAHE; + BsAMat; + B 1{Dif T3 — T2} + AU;
¢Qué representan B, y B,?

* Porepresentaad,
= [, representaa §,-25,

Otra alternativa es generar A1{t=3}y A1{t=2}y sus coeficientes correspondientes
seran 8,y 8, - Esta estimacion no deberia incluir constante por multicolinearidad

« La estrategia anterior se puede generalizar a T periodos de tiempo.
* Hay que generar las diferencias de tiempo
« Utilizar como variables dependientes y explicativas cambios en tiempo con
respecto al periodo anterior
* En la especificacion hay que agregar dummies de tiempo
AcCalify = Bo + P1AHE; + BsAMat; + 8, + A U;
donde:

* ACalif; = Calify, — Califip—y

« Similar para A HE;, AcMat; y A U; para t={2,3,...,T}

* &, representa agregar dummies de tiempo para las diferencias,
como en el slide anterior

Otra alternativa: restar las medias a nivel individuo
AcCalif; = By + PrB HE; + BsB:Mat; + 6 + A U;
donde:

« AcCalif; = Calif;, — Calif;
+ Calif; = + 31, Calify,

* Similar para A, HE;, A;Mat; y A, U; para t={1,2,..,T}
« &, representa agregar dummies de tiempo
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* Restar medias a nivel individuo es equivalente a agregar dummies por
individuo (y;)
* Esto es lo que se conoce como el modelo de efectos fijos
* Aligual que en primeras diferencias, esto controla por todas las
variables que son constantes para un individuo y pueden variar de un
individuo a otro
« Ejemplo: dedicacién, sexo, educacién de la madre, estado del que proviene el
individuo
* Por eso se le llama modelo de “efectos fijos”
* Se especifica como

Califye =y; + pyHE; + f3Maty + 8¢ + Uy

4.2. Estimador de Primeras Diferencias (First
Differences)

Empecemos por discutir un caso sencillo donde tenemos varias observaciones 4
en dos periodos de tiempo. Supongamos que queremos estimar los rendimientos
educativos utilizando el siguiente modelo?:

log (w;;) = By + By Educy, + By Exper;, + 0,D2, + -+ + Uy

En la nota anterior sefialamos que un posible problema de utilizar MCO para
estimar esta especificacion es que existe un problema de sesgo por variables omi-
tidas. En particular, la variable de educacién podria estar capturando el efecto
de la habilidad intrinseca de cada individuo. Supongamos que dicha habilidad
natural no varia a través del tiempo y no es observada (i.e. no esta disponi-
ble en nuestra base de datos). Esto quiere deicr que para eliminar el sesgo, nos
interesaria estimar el siguiente modelo:

log (w;;) = By + By Educy + By Expery + 0,02, +yA; + -+ Uy, (4.1)

donde A; representa la habilidad del individuo i. Nétese que esta variable no
tiene un subindice ¢, ya que la habilidad de cada individuo no varia a través
del tiempo, pero si varia de un individuo a otro. En nuestro caso, solo tenemos
dos momentos en el tiempo (¢t = 1,2), por lo tanto, si tomamos la diferencia de
t = 2 menos t = 1 para cada individuo:

log (w;5)—log (w;) = 0548, (Educ;,—Educ;; )+ By (Exper;o—Exper;; ) +++(U;p—

Este modelo se conoce como el modelo de primeras diferencias. Para es-
timarlo, utilizamos la metodologia de MCO. Notese que esta metodologia nos
permite remover cualquier sesgo por variables omitidas, siempre y cuando dichas
variables omitidas no cambien a lo largo de t para cada individuo.

2 D2, representa una dummy que indica si la observacién corresponde al periodo ¢ = 2.

U.

3

1)
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Para poder estimar este modelo, se deben cumplir los siguientes supuestos:

1. Se deben cumplir los supuestos de MCO que establecimos en la nota an-
terior: (i) muestra i.i.d.; (ii) relacién lineal en el modelo; (iii) no multico-
linearidad

2. Los coeficientes deben ser constantes a lo largo del tiempo (eso se refleja
en que los coeficientes no tienen un subindice ¢ en el modelo?.

Cabe recordar que una condicién de primer 6rden que surge al derivar el modelo
MCO establece que no hay covarianza entre los errores y las variables indepen-
dientes (E(X,U;) = 0). En el modelo de primeras diferencias, esto se traduce
como E((X;; — X;;_1)(U;; —U;_1)) = 0. Es decir, no debe existir covarianza
entre la diferencia de los errores y la diferencia de las variables independientes.

Es importante senalar que cualquier variable omitida que no sea constante a
través del tiempo para cada individuo, puede causar sesgo en este modelo. En
nuestro ejemplo, una mejora alimenticia es un ejemplo de variable que podria
seguir causando sesgo. Asimismo, es importante que exista variacién en la varia-
ble independiente. En nuestro ejemplo, esto podria causar conflicto, ya que es de
esperarse que la muestra este compuesta por individuos adultos perceptores de
ingresos. En este grupo, seria de esperarse que la variable educacién no cambie
mucho.

Por ultimo, cabe senalar que estos modelos no permitirdan estimar el efecto de
variables que no cambian a lo largo del tiempo, como género, raza, etc. Esto su-
cede ya que estas variables seran eliminadas también siguiendo el procedimiento
que utilizamos para eliminar a A,. Por lo tanto, la diferencia de estas variables
sera multicolinear con la diferencia de la variable A, y la constante.

= Dar ejemplo de los estudios con gemelos en E.U. para eliminar el sesgo
por habilidad.

= Otro ejemplo: jcomo el desempleo afecta las tasas de crimen?

El modelo de primeras diferencias tambien puede estimarse si se tiene mas de
dos observaciones para cada i a través del tiempo. Generalmente, si se tienen T'
periodos, el modelo seria:

Yii =Yy =06 — 01+ 81 ( Xy — Xpipo1) + o + Be(Xiir — Xgivo1) + Uy — Uy 1)

En este caso, cada unidad i tendria T"— 1 observaciones. El procedimiento con-
sistirfa en estimar la regresién utilizando MCO. Si la base de datos de panel es
balanceada, se tendrian N * (1" — 1) observaciones.

3Este supuesto puede ser omitido, pero esto tendria implicaciones sobre los errores estdndar
de los coeficientes estimados.
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4.3. Modelo de Efectos Fijos

4.3.1. Derivacion

En esta seccién revisaremos lo que tradicionalmente se conoce como el modelo
de efectos fijos. La motivacion de este modelo es la misma que la del modelo
de primeras diferencias: eliminar el sesgo que puede causar una variable que sea
constante dentro de un mismo grupo: A,.

Siguiendo con nuestro ejemplo anterior (y asumiendo una base de datos de
panel balanceada) tomemos la ecuacién [(4.1)] y calculemos el promedio para
cada individuo asumiendo en este caso que existen 1" periodos de tiempo:

log (w;) = By + By Educ; + By Exper, + 52? R 5TT +A,+U,; (4.2)

Siguiendo el mismo procedimiento que en primeras diferencias, tomamos la di-

ferencia entre las ecuaciones (4.1) y (4.2) y esto resulta en (para t = 1,...,T)%

log (w;;) — log (w;) =p1 (Educy, — Educ;) + y(Exper;, — Exper,) + -+
(4.3)

Igual que en el caso del modelo de primeras diferencias, este modelo ya no
incluye la variable A, que no es observada y que potencialmente generaba sesgo.
Asimismo, los supuestos establecidos en la seccién de primeras diferencias deben
cumplirse para poder estimar este modelo con el método de MCO. La principal
diferencia entre este modelo y el de primeras diferencias radica en la condicién
de primer érden de la derivcién de MCO, que en este caso se vuelve:

B((X;, —X)(U;; —U;)) =0

Esta condicion es mas restrictiva que la condicién de primeras diferencias ya que
requiere que la variable de error de cada t no este correlacionada con la variable
independiente X en cada t.

4En este caso, 0 representa una constante y estd definida como § = (J5 + -+ ;) % Ademaés
el modelo incluye el factor d,. Esto es equivalente a incluir dummies de tiempo y una constante
en el modelo. Esto solo es necesario si se considera que incluir las dummies (i.e. el efecto de
cada afio) es relevante para el modelo. Si no se considera que el efecto de t es relevante, el

modelo se simplifica mucho ya que se excluyen los factores §;, y o
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4.3.1.1. Utilizando Variables Dummy para la estimacién

Una metodologia mas sencilla para estimar el modelo (4.3) partiendo del modelo
(4.1) consiste en generar variables dummy para los factores ¢ que agrupan a
distintas observaciones. En la explicacién del modelo (4.1) senalamos que el
propoésito es eliminar la variable no observada A; que tiene la caracteristica de
variar entre distintos individuos -i- pero es constante a través del tiempo para un
mismo individuo o agrupacion -i-. Si modificamos el modelo agregando dummies
para cada individuo o grupo -i-, el efecto de la variable no observada A; serd
absorbido por estas variables dado que sera colinear con dichas variables. Por
lo tanto, nuestra especificacién sera:

log (w;;) = By+5, Educy,+ByExper;,+n, A2, ++nny AN+, D2, 4+, DT, +U,,
(4.4)

donde Aj; es una dummy igual a uno si i = j y cero eoc®.

Es importante recordar la interpretacién de las variables dummy: te dicen la
diferencia de una media ponderada de los individuos que pertenecen al grupo
identificado con la variable dummy respecto al grupo de referencia (i.e. la varia-
ble dummy omitida). En el caso de la ecuacién (4.2), se calcula directamente la
media para cada ¢ usando las diferentes observaciones de ¢ en t. Y en el modelo
de efectos fijos (ecuacién (4.3)), se quita dicho efecto al tomar la diferencia de
la variable dependiente respecto a este promedio. Por lo tanto, la especifica-
ci6n del modelo utilizando variables dummy (ecuacién (4.4)) serd equivalente al
modelo de efectos fijos (ecuacién (4.3)) y estimara los mismos valores para los
coeficientes y sus respectivos errores estandar.

4.3.2. Base de datos de panel no balanceados

Las derivaciones en los modelos anteriores asumen una base de datos de pa-
nel balanceada. Esto quiere decir que para todo i, existen T" observaciones. Sin
embargo, es posible que este supuesto no se cumpla por diversas razones de-
pendiendo de la estructura de la base de datos. Por ejemplo, si ¢ representa
individuos y t tiempo, es posible que algunos individuos no sea posible encon-
trarlos para volver a entrevistarlos, ya sea por defuncién, migracién, que no
quieran volver a contestar la encuesta, etc. En el caso de ¢ siendo familias y ¢
hermanos, es posible que distintas familias tengan distinto nimero de hermanos.

El hecho de que cada grupo tenga diferente nimero de observaciones ¢ no im-
pide aplicar el modelo de efectos fijos o la especificacién utilizando variables
dummies para estimar los coeficientes de interés. Lo tinico que es importante
senalar es que aquellos i que Unicamente cuenten con una observacién seran

5Solo se incluyen N —1 dummies de individuos para evitar colinearidad con la constante. Si
no se incluye el efecto de tiempo, podrian incluirse las N dummies dejando fuera la constante.
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eliminados del modelo ya que la variable dummy predeciria perfectamente su
variable dependiente.

La preocupacién mas importante surge desde el punto de vista del sesgo que esta
seleccion pueda generar. Dicha seleccién sdlamente serd razon de preocupacion
cuando exista correlacién entre algiin factor no observado que cambie a lo largo
del tiempo y este relacionado con la variable dependiente. Si las observaciones
que causan que el panel no sea balanceado tienen valores no aleatorios de estos
factores no observados, entonces podria existir una preocupaciéon de sesgo. Por
ejemplo, supongamos que queremos estimar la influencia de la altura de una
persona sobre sus ingresos. La salud es una variable que cambia a los largo
del tiempo en los distintos individuos y que puede estar corrleacionada con la
altura y ser un factor determinante de los ingresos. En este caso es posible
que las personas que causen que la base no sea balanceada tengan peor salud.
Por lo tanto, esto seria una indicacion de un posible sesgo en la variable de
altura. Ademaés de la salud, otra variable no observada puede ser el componente
genético. El componente genético también es una variable no observada que esta
relacionada con la altura y puede ser un determinante de ingreso. Sin embargo,
el componente genético es especifico de cada individuo y no cambia a lo largo
del tiempo. A pesar que el componente genético de las personas que causan que
la base no sea balanceada no sea aleatorio, esto no sera preocupaciéon de sesgo,
ya que el modelo de efectos fijos absorbe todos los factores no observados que
no cambian para cada i.

4.4. Errores Estandar

Para tener una estimacién valida de los modelos anteriores utilizando MCO es
importante que se cumplan los supuestos que establecimos en el modelo MCO.
Un supuesto de particular importancia es el de 4.7.d. Dicho supuesto nos permitia
asumir que las matriz de varianza-covarianza de los errores tnicamente tenia
valores sobre la diagonal (ya que no existia covarianza entre dos errores distintos
por ser independientes las observaciones).

En el caso del uso de datos de panel este supuesto es muy restrictivo. En par-
ticular, dos observaciones utilizadas en el modelo (4.3) pueden compartir una
misma i. Por ejemplo, en las observaciones (i = 1,¢t =1) e (i = 1, t = 2), asumir
que los errores U; ; y U 5 sean independientes es un supuesto muy restrictivo
y probablemente no valido.

En los casos de homocedasticidad y heterocedasticidad asumiamos que nuestra
matriz de varianza-covarianza de los errores era una diagonal dado que los erro-
res eran independientes entre si. Sin embargo, ahora asumiremos que los errores
pueden estar correlacionados dentro de un cluster o grupo, que estard definido
por i. Esto quiere decir que nuestra matriz de varianza-covarianza de los errores
tendra algunos elementos fuera de la diagonal distintos a cero.
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Existen distintas maneras de corregir este problema de los errores estdndar. Uno
consiste en calcular los errores estandar clustered. Este método es sencillo de
llevar a cabo en Stata. Unicamente se tiene que especificar al final de la regresion
“, cl(var_cl)” donde var_cl es la variable que indica los clusters (o grupos).

Esta opcién calcula la varianza de la siguiente formas:

N

Var(B) = GAa

donde:

En estas especificaciones, ¢ indica los grupos o clusters, N es el nimero total de
clusters, T' es el numero de observaciones por cluster y X;, es un vector Kzl
que incluye las K variables de control para cada par (i,t).

Ver la Nota “Ecuaciones clase 27-SEPT” (disponible en Comunidad ITAM) para
detalles de la derivacién de este tipo de errores y su comparacién con los errores
homocedésticos y heterocedasticos.

4.5. Modelo de Efectos Aleatorios

En la seccion 3.11.2, discutimos que existe una especificacién de errores estandar
maés eficiente que la especificacién de errores heterocedasticos: minimos cuadra-
dos ponderados. Dicha especificacién consistia en ponderar las variables depen-
diente y regresores y estimar una regresién utilizando las variables ponderadas
bajo el supuesto de homocedasticidad. El modelo de efectos aleatorios se basa
en la misma légica.

Este modelo parte de la misma base que el modelo de efectos fijos (ecuacién

(4.1)):
log (w;,) = By + By Educy, + ByExper;, + §,D2, + yA, + -+ Uy, (4.5)

Sin embargo, difiere del modelo de efectos fijos en el sentido de que el factor A,
no causa sesgo por variables omitidas ya que se basa en el supuesto de que:

Cov(X,;,A;)=0parat=1,..,T
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En este caso, estimar la ecuacién (4.1) utilizando MCO no generaria un esti-
mador insesgado. El tnico requisito en términos de errores estandar es incluir
errores tipo cluster, como discutimos en la seccién anterior. La ventaja del mo-
delo de efectos aleatorios consiste en que generara un estimador insesgado mas
eficiente que MCO donde ademaés se corrige la estimacion de los errores estandar
por la posible covarianza dentro de un cluster.

El modelo de efectos aleatorios parte de la base de conjuntar el factor A,
con U,, en el término de error de la regresién:

log (w;,) = By + By Educy, + ByExpery, + 0,02, + -+ V,, (4.6)
donde V;, = vA; + U,,.

Este modelo no podra ser estimado mediante MCO ya que no cumple con la con-
dicién de i.7.d. En particular, la estructura de la matriz de varianza-covarianza
de los errores no serd una matriz con elementos distintos a cero inicamente en la
diagonal (como se asume en homocedasticidad y heterocedasticidad). En lugar
de esto, el modelo de efectos aleatorios consiste en asumir la siguiente estructura
para la matriz de varianza-covarianza de los errores:

o2+0 sii=jyt=s
E(VyVis) = § oa sii=jyt#s
0 sii#j

donde 02 = Var(4;) y 02 = Var(U,,). Implicitamente se est4 asumiendo que
Cov(A4,;,U;;) = 0. (Tlustrar la matriz de varianza-covarianza y compararla con
el caso de errores homocedasticos y heterocedasticos).

Utilizando estos parametros (02 y 02) se lleva a cabo la siguiente transformacién
al modelo base (ecuacién (4.6)):

log (w;;) — Mog (w;) =py(1 — A) + p;, (Educ;, — AEduc;)+

I o _ 4.7
By(Exper;, — NExper,) + 0, — A6 + (V;; — AV) ®7)

1
2 2
donde: A = 1 — (702 1%02> . Esto corresponde a restar una proporcién de la

media. Cabe notar que el modelo de efectos fijos resulta si A = 1, mientras
que un simple MCO con una base de datos transversal agrupada (pooled OLS)
resulta si A = 0.

Para estimar A necesitamos estimadores para o2 y o2. Para llevar a cabo esto y
estimar el modelo de efectos fijos podemos seguir el siguiente procedimiento:

1. Estimar el modelo base (ecuacién (4.6)), utilizando MCO con la base de
datos transversal agrupada (pooled OLS)
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2. Utilizar los coeficientes para calcular los residuales (Vit)

N T-1 T it
2 21:1 23:1 Zs:t+1 ‘/n‘/w
a — NT(T-1)
2

3. Estimar 02 como: &

N T o
212 Vi
NT

2

: .52 52 52 52 _
4. Estimar o, como: o, = 0, — 02 donde 0. =

5. Utilizar 62 y 62 para estimar A

6. Utilizar MCO para estimar la ecuacién (4.7) utilizando el valor estimado
A

Esto puede llevarse a cabo utilizando Stata y el comando xtreg. Antes de utilizar
el comando xtreg es necesario indicarle a Stata que variables dan la estructura
de base de datos de panel a la base que se utiliza (es decir, que es i y que es
t). Para ello es necesario utilizar el comando xtset variable_i variable_t.
Una vez que se llevo a cabo esto se puede indicar xtreg y x1 x2 ... xK,
re y Stata estimard el modelo de efectos aleatorios. La mayor parte de los
paquetes estadisticos (incluyendo Stata) generard como resultado ademds de los
coeficientes de la regresién estimadores de los parametros \, 52 y 2.



Capitulo 5

Estimadores de Maxima
Verosimilitud

En esta nota nos enfocamos en los casos en los que nuestra variable depen-
diente tiene caracteristicas especiales. Iniciaremos analizando el caso en el cual
la variable dependiente es una variable categérica que refleja una decision. El
primer modelo de este tipo que analizaremos serda aquel en el cual la varia-
ble dependiente se puede caracterizar como una decision binaria tales como
empleado/desempleado, ir o no a la escuela, casado/soltero, o cualquier otra
relaciéon binaria. En este caso la variable dependiente podré representarse con
una variable dummy. Los modelos utilizados en este caso son el modelo Probit
y Logit. Después de eso, veremos como los modelos de méxima verosimilitud
son utiles también para analizar variables de decision discretas que tengan un
orden légico de mayor a menor. Ejemplos de estas variables son: nivel maxi-
mo de estudios (bésico/medio superior/superior), qué tan de acuerdo estds con
cierta afirmacién (nada/poco/algo/mucho), etc. Los modelos que pueden ser
utilizados en este caso son: Probit ordenado y Logit ordenado. Por ultimo, con-
sideraremos casos los cuales la decision es categérica pero no existe un 6rden de
menor a mayor entre las distintas decisiones. Ejemplos pueden ser elecciones de
partidos politicos (PAN/PRI/PRD/otro), seleccién de medio de transportacién
(coche/autobus/bicicleta/metro/otro), etc. En estos casos utilizaremos mdédelos
como el Logit multinomial.

Ademas de aquellos casos en los cuales la variable dependiente es una variable
categdrica, los modelos de maxima verosimilitud son 1tiles también en casos en
los cuales la variable dependiente tiene una distribucién particular. Por ejemplo,
podremos considerar casos en los cuales existe una alta concentracién en uno de
los extremos de la distribucion. Por ejemplo, pudiera darse el caso que para la
pregunta de horas trabajadas a la semana, todos los desempleados contestaran
cero, lo cual podria generar una concentraciéon importante en ese valor y poste-

79
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riormente una distribucién en valores positivos. Asimismo, podrian tener casos
en las cuales la base de datos por construccion genera dicha concentraciéon en un
valor extremo. Por ejemplo, en algunos cuestionarios se reporta ingreso hasta
cierto nivel (e.g. por cuestién de confidencialidad, en algunos casos cuando el
ingreso es superior a 99,999 al mes se reporta como valor en la base de datos
99,999 en vez del valor verdadero del ingreso de dicha persona. En los casos
anteriores utilizaremos los modelos Tobit y de regresion censuarada, respecti-
vamente. Por ultimo, como vimos en la seccién 2, tener una muestra sesgada
suele ser una preocupacion. Esto provoca que la distribucién de la muestra no
sea necesariamente igual a la distribucion poblacional. Si logramos obtener algo
de informacién acerca de observaciones faltantes existen modelos de méaxima
verosimilitud que permiten hacer una correccién en la estimacion para poder
obtener estimadores de los parametros poblacionales. El modelo Heckit es un
modelo de este tipo.

Iniciaremos esta nota por mostrar cémo en un caso conocido, como es el de gene-
rar una estimacién lineal, podemos emplear un modelo de maxima verosimilitud
bajo ciertos supuestos para derivar estimadores de los parametros poblacionales
de nuestro interés. El tnico propdésito de este primer ejercicio es describir el pro-
cedimiento y entender la intuicién de los pasos que seguimos en los estimadores
de maxima verosimilitud.

5.1. Motivacion de Estimadores de Maxima Ve-
rosimilitud: Estimacion Lineal

Los modelos de maxima verosimilitud consisten en encontrar los parametros que
maximizan una funcion de mdxima verosimilitud.

Para entender como funcionan, veamos como se puede utilizar para generar
estimadores de los parametros (3,02) en el caso de la estimacién lineal:

Y, =XiB+U;

Si asumimos, como en el caso de teoria aisntética que los errores se distribuyen
de manera normal con media cero y varianza igual a o2 (como en el caso de
homocedasticidad), podemos aprovechar la funcién de densidad normal para
estimar los pardmetros. Dado que asumimos que U, se distribuye normal, los
errores estarian descritos por la siguiente funcién de densidad:

NS

1) = (& ) (%)’

2mo?

Si aplicamos la transformacién logaritmica y sustituimos U, obtenemos nuestra
funciéon de maxima verosimilitud:
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N

£(B,0%) = _% log (2m02) — #(Yi — X/B)?
=1

En este caso, nuestros mejores estimadores de 8 y o2 serdn los que maximizan
esta funcién de méxima verosimilitud (Explicar intuitivamente que estamos ha-
ciendo). Si derivamos encontramos nuestras condiciones de primer orden que
resultan en:

A N -1, N
i-(Xxx) (Law)
i =1
~2 1 - 7 M2
g :N Z(Yz - XiB)

Noétese que el estimador de 3 es exactamente el mismo que obtuvimos con MCO
y el estimador de 02 es muy similar al que estimamos en el caso de homocedas-
ticidad.

En este caso, en clase vimos cémo se derivan los estimadores de manera analitica.
Sin embargo, en los casos de los estimadores que veremos a continuacion, llevar
a cabo dicha derivacién analitica puede ser muy complicado (o imposible). En
estos casos, para poder obtener valoes estimados de nuestros estimadores, se
utilizan métodos numéricos, como por ejemplo el Newton-Raphson.

5.2. Variable Dependiente Categoérica

5.2.1. Variable Dependiente: Dummy

5.2.1.1. Probit

El modelo Probit consiste en utilizar una funcién de densidad acumulada para
aproximar la funcién P(Y; = 1]X;). La ventaja de este modelo respecto al mode-
lo de probabilidad lineal es que nunca habré una prediccién fuera del rango [0, 1].
Como mencionamos anteriormente, este modelo pertenece al grupo de estima-
dores de méxima verosimilitud, por lo tanto, necesitamos definir una funcién de
méaxima verosimilitud para poder derivar los parametros que queremos estimar.
Supongamos que partimos de la aproximacion lineal del modelo de probabilidad
lineal:

YV, =XiB+U;
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Lo que nos interesa de este modelo son los pardmetros 3 ya que nos dan informa-
cién acerca del cambio en la probabilidad de que nuestra variable dependiente
sea igual a uno por un cambio marginal en alguno de las variables incluidas en
X;.

7

El modelo Probit inicia por sustituir Y; por una variable “latente” que llama-
remos Y;*, donde Y; = 1{Y;* > 0}. Esta funcién es una funcién indicador que

determina que Y es igual a uno (cero) si Y;* es positivo (negativo). Nuestro

7 2

modelo lineal sera:

Y= X+ U,

El modelo Probit consiste en asumir que los errores se distribuyen de manera
normal estandar. Por lo tanto, la estimacion se calcula de la siguiente forma:

Pr(Y; =11X;) = Pr(U; > =X;B) = Pr(U; < Xjf) = ®(Xif)

En el contexto de estimadores de méaxima verosimilitud, tenemos una distri-
bucién Bernoulli (f(y) = pY(1 — p)'~¥). Sustituyendo la ecuacién anterior y
tomando nuevamente la transformacién logaritmica obtenemos nuestra funcién
de maxima verosimilitud (ilustrar en clase que estamos haciendo):

N
£(B) = _Y;log(®(X]B)) + (1—Y;)log (1 — ®(X/B))
=1

Como ilustramos en clase, la condicién de primer orden no permite encontrar
una solucién cerrada, por lo tanto, para resolver este problema se emplean mé-
todos numéricos. En cuanto al error estandar, su derivacion es algebraicamente
compleja y requiere ademds de teoria asintdtica avanzada. La féormula de los
errores estandar es la siguiente y es calculada automéaticamente en paquetes
estadisticos como Stata:

(L exp)X, X
Var(B) = (; (I)(X;B)[l — @OQB)])

Cabe mencionar que los coeficientes que resultan no tienen una interpretacion
intuitiva por si solos, ya que unicamente indicaran el cambio en la variable laten-
te por un cambio marginal en una de las variables independientes X,. Lo tnico
que podemos saber es que si un coeficiente J3;, es positivo (negativo) entonces, la
probabilidad de que Y sea igual a uno aumentard (disminuird) tras un cambio
marginal en X;. Sin embargo, lo que nos interesa es el estimador del cambio en
la probabilidad de que Y, sea igual a uno. Para llevar a cabo esto, necesitaremos
una transformacién basada en nuestra funcién de densidad agregada:
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opr(Y; =11X;) _ 09(X;f)
00Xy, 00Xy,

= o(X;B)By,

Posteriormente, este efecto se promedia utilizando todas las observaciones y
con esto se obtiene un valor estimado del efecto de un cambio marginal en X,
sobre la probabilidad de que Y; sea igual a uno (medido en puntos porcentuales).
Esto se conoce como el efecto parcial promedio. Dado que en este caso tenemos
una funcién no lineal, esto corresponde a una aproximaciéon del efecto de un
cambio marginal de X, y es similar a lo que hicimos en la seccién 3.4. Asimismo,
podemos seguir el procedimiento especificado en la secciéon 3 para hacer una
estimacién exacta. La estimacién exacta es particularmente interesante en los
casos en que se tiene una variable dummy como variable explicativa en el modelo.
Para estimar el error estandar de este efecto en ambos casos se puede utilizar el
método delta® o bootstrap.

5.2.1.2. Logit

La derivacién del modelo Logit es idéntica al modelo Probit. La diferencia entre
ambos modelos radica en el supuesto que se establece para la distribucién de los
errores U;. En el modelo Probit asumimos que se distribuyen normal estandar.
En el caso del modelo Logit asumiremos que ®(-) es una distribucién logistica?

/ exp (X7 5)
La diferencia entre ambos modelos es minima. Los coeficientes estimados suelen
ser distintos, pero a diferencia de probit, en el caso de Logit los coeficientes tienen
una interpretacion intuitiva por si mismos. Para ver esto, calculemos el ratio de
la probabilidad condicional de que Y; sea igual a uno sobre la probabilidad
condicional de que sea igual a cero:

Pr(Y; =1|X;) Pr(Y;, = 1|X,)
7 i) _ i i _ P
PriY,=0|X,) 1-—Pr(Y,=1X,) exp (X]f)

Por lo tanto, calculando el logaritmo:

| (Proc- — 1x,)

Py o)~

IEl método delta resulta de una generalizacién del teorema central del limite. Es ttil
para estimar la distribucién de una funcién continua de un parametro siempre y cuando el
parametro converja en distribucién a una normal.

2Cabe senalar que el modelo Logit también suele ser conocido como el modelo logisitco por
el hecho de que se asume la distribucién logistica de los errores
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En este caso, la interpretacién del coeficiente 5, seré: (caeteris paribus) un cam-
bio marginal de X, implica un cambio de 1008, % en el ratio de la probabilidad
que Y; sea igual a uno sobre la probabilidad que sea igual a cero.

En algunos casos, al reportar los resultados del Logit es comiin encontrar que en
vez de ver reportados los coeficientes, se reporta una transformacién de dichos
coeficientes que suele ser referido como el Odds Ratio. Para entender en qué
consiste dicha transformacién veamos lo siguiente. Empecemos por simplificar
nuestra notacién. Definamos:

PriY, =1X;) _(_»
Pr(Y; = 0]X;)

Imaginemos ahora que queremos ver el efecto de aumentar en una unidad algu-
na de nuestras variables explicativas. Sin pérdida de generalidad digamos que
aumentamos la variable X, de 19 a 20. Por lo tanto, utilizando la especificacién
Logit tendriamos:

log <1pp Xy = 20) = By + B1(20) + Ba X + -+ + B Xk

(5.1)
p
log (1 —

Xy = 19) =By + B1(19) + BoXy; + - + B X

Ahora supongamos que nos interesa la diferencia entre estos dos valores y que
después de calcular la diferencia tomamos la exponencial:

exp [log (1pp X, = 20)]
Xy =) -

exp [log <1pp X, =19
(5.2)

exp [log (1519 X = 20>1og <1€p

La expresién que hemos derivado a la derecha la podemos establecer como un
cambio porcentual de manera simple:
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exp [log (1’)17

exp [log (1”]3

()

=1
TAX, =1

Ahora bien, si utilizamos la ecuacién (5.1), sacamos la exponencial y simplifica-
mos utilizando las propiedades de la exponencial:

p
exp |:10g (:[—p

X1 = 20)] = exp [By + B1(20) + B Xy, + - + B X i)

= exp o] - exp [3]" - exp [B,) - exp [Bi ]
exp [log (ﬁp X, = 19)] = exp [By + B, (19) + By Xo; + -+ Br X gl
= exp o] - exp 3] - exp [B,] - exp [B] T
Combinando este resultado con la ecuacién (5.2):
s3(5)
14 —————2 = exp[f] (5.3)

AX; =1
Como vemos, con este calculo obtenemos el cambio porcentual del ratio % que
resulta de cambiar en una unidad el valor de X;. La derivacién que llevamos
a cabo la hicimos asumiendo que X; cambia de 19 a 20, pero el mismo resul-
tado lo hubiésemos obtenido eligiendo un cambio de una unidad con cualquier
valor. Nuestro resultado es la exponencial del coeficiente original de Logit. Es
interesante notar que en este caso nuestro resultado no depende de i, lo cual
sugiere que con esta derivacién el efecto parcial promedio y el efecto parcial para
la persona promedio seran equivalentes nuevamente.

Sin embargo, lo mas importante que debemos sefialar es que nuestro resultado
reportado (exp [B;]) es igual a uno mas el cambio porcentual. Es por esto que
en mucho contextos encontrardn que los resultados del modelo Logit (también
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conicido como la regresidn logistica) suelen compararse con el 1. Es decir, uste-
des querrian plantear la hipétesis nula de si su resultado es significativamente
distinto a 1. En términos de interpretacion, asi como en el caso del logaritmo,
nuestro resultado indica un cambio porcentual del ratio 1%}).

Es importante sefialar que a pesar de lo indicado anteriormente, si queremos
hacer comparable las interpretaciones del modelo Probit y el modelo Logit, de
la misma manera que en la seccién anterior, podemos calcular el efecto parcial
promedio tomando el valor promedio de ¢(X/5)p,. La diferencia es que en el
caso de Logit ¢(-) representa la funcién de densidad logistica. Igual que en el
caso anterior, este efecto representara el cambio promedio de la probabilidad de
que Y, sea igual a uno (en puntos porcentuales) por un cambio marginal en X,
(caeteris paribus).

En el caso de ambos modelos, suele también reportarse el porcentaje de pre-
dicciones de Y; correctas. Cabe recordar que en ambos casos (Probit y Logit)
podemos generar un valor estimado de la variable latente (Y;*) para cada in-
dividuo (asumiendo errores U, = 0). Dado el valor de dicha variable latente,
podremos predecir basados en las variable independientes (X;) si dicho indivi-
duo tiene una Y igual a uno o cero. Una manera de describir qué tan exacto
es el modelo consiste en reportar el porcentaje de predicciones correctas. En
algunos casos, dicho estadistico es criticado ya que un modelo puede ser muy
bueno (malo) para predecir cuando Y; es igual a cero (uno) o viceversa. Si en
este caso la mayor parte de los Y, observados es igual a cero, el estadistico puede
reportar que el modelo es muy bueno para predecir a pesar de que casi nunca
prediga correctamente cuando Y; es igual a uno. Alternativas para este estadis-
tico consisten en reportar por separado el porcentaje de predicciones correctas

para cada caso (i.e. cuando Y; es igual a cero y cuando es igual a uno).

Es importante senalar que en todos estos modelos aplican las preocupaciones
de validez interna que se tienen en el modelo de MCO. En particular, el sesgo
por variables omitidas sigue siendo un limitante importante para interpretar los
efectos parciales promedio de forma causal.

Un ejemplo de estos modelos se pueden obtener utilizando los siguientes coman-
dos de Stata:

= webuse nhanes2d

» reg highbp height weight age female, r

m probit highbp height weight age female, r
= predict probit_hbp

= mfx

» logit highbp height weight age female, r
= predict logit_hbp

= mfx
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» logit highbp height weight age female, r or

5.2.2. Variable Dependiente: Multivariada Ordenada
5.2.2.1. Probit Ordenado

El modelo de Probit ordenado asume que la variable dependiente es una variable
categorica y que sus valores tienen un orden légico de menor a mayor. En clase
veremos algunos ejemplos.

Este modelo es una extension del modelo Probit. Nuevamente, esta basado en
una variable latente:
Y =X5+U, (5.4)

Sin embargo, en este caso la variable latente estard definida para j = {0, ..., J}
(donde J es el niimero de valores que puede tomar la variable dependiente orde-
nada) como:

;=37 si a; <Y <a;;; donde oy =—00, ay =00 y a; <o (5.5)

Siguiendo los mismos pasos que en el caso del modelo Probit asumimos que el
error se distribuye normal estandar. Por lo tanto, la probabilidad condicional
de que Y; = 0 sera:

Pr(Y;=0|X,)=Pr(Xf+U, <o) = Pr(U; < a; — X[8) = ®(a; — X{f3)

Y la probabilidad condicional de que Y; = j para j =1,...,J — 1 sera:

Pr(Y, = j|X,) =Pr(a; < X/ B+U,; < osz) = Pr(a; — X/p<U;, < Qg — X;B)
= O — X[B) — ®(a; — X B)

Finalmente, la probabilidad condicional de que Y, = J sera:

PrY;=J|X;)=Pr(a; < X;8+U,) =Pr(a;— X< U;) =1—®(a;— X[)

En base a esto podemos generar la funcién de maxima verosimilitud que utili-
zaremos para encontrar los valores de 8y ay, ..., a:
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N
ﬁwapm@ﬂzjunoybmwwxw»

<

=1
J7

+ > Y, = j} - log (B(ay,, — X[ B) — &(a; — X[B))
j=1

—

+ 1{Y; = J} - log (1 — ®(ar; — Xip))

Nuevamente, en este caso los coeficientes no tendran ninguna interpretacion
intuitiva por si mismos. Lo interesante en este caso serd predecir el cambio en
la probabilidad de la ocurrencia de distintos valores de la variable dependiente
por un cambio marginal en alguna de las variables independientes (X,). Por
ejemplo:

opPr(Y; = j|X;)

o = 0l = XiB)B — d(ajn — XiB)By

Igual que en el caso del modelo Probit, se calcula el promedio para todas las
observaciones y esto resultara en el estimador del efecto parcial promedio. En
este caso lo tnico que sabemos a partir del signo de /3, es que si es positivo (ne-
gativo), la probabilidad de que Y; = J aumentara (disminuird) y la probabilidad
de que Y; = 0 disminuird (aumentara) por un aumento marginal en X,.

En clase veremos un ejemplo de estos modelos utilizando los siguientes comandos
de Stata:

= webuse nhanes2f

= oprobit health female black age, r
» predict prl pr2 pr3 pr4 prb

= mfx

= mfx compute, predict (outcome(#3))

5.2.2.2. Logit Ordenado

La relacion entre el logit ordenado y Probit ordenado es muy similar a la relaciéon
entre el Logit y el Probit cuando utilizamos una variable binaria como variable
dependiente.

Al igual que en Probit ordenado, las ecuaciones (5.4) y (5.5) describen el plan-
teamiento de este tipo de modelos. Al igual que en Logit asumiremos que los
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errores tienen una distribucién logisitca. Para poder ver la diferencia entre los re-
sultados anteriores y los que tenemos en Logit ordenado vale la pena desarrollar
el caculo de algunas probabilidades:

— Pr(U; > a; — X/5)

—Pr(U; < X/ —ay)

— (X B— o)

_exp(Xif—ay)
1+exp (X/f—oy)

- 1

1+ exp(X[B—ay)

P
=Pr(U;, <oy — X[B)
1
1
1

Siguiendo la misma logica podemos derivar:

Pr(Y; =1|X;) = Pr(a; <Y < ay)
— Pr(Y} < ag) — Pr(Y} < ay)
_ ( B exp (X8 — ay) )_( B exp (X3 — ay) )
1+exp (X8 —ay) 1+exp(X{B—ay)
exp (Xif —a;) exp (Xif — ay)

- 1+exp(X/f—a;) 14exp(X/8—ay)

A partir de este resultado podemos derivar efectos parcial promedio y efectos
parciales para la persona promedio por cambios marginales en cualquier variable
explicativa X;. Unicamente es importante mantener en cuenta como llevar a ca-
bo una derivada parcial cuando tenemos una exponencial. Para poder simplificar
este calculo tomemos en cuenta lo siguiente:

/ _exp(X[B—ay)
(Xif—oy) =+ exp (X8 _JO‘J')

0P(X[8 — aj) (I1+exp(X/8— aj)) exp (X;8 — ozj)ﬂl —exp (X/B — ozj) exp (X[8 — ozj)ﬂl

0Xy; B (1 +exp(X;B—ay))?
B exp (X5 — a;) _( exp (X5 — a;) )2}ﬁ
- 1 +exp (X{B — ;) 1 +exp (X{B—a;) !
=®(X;B—a;)(1 - (X;B—q;))B
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Por lo tanto, podemos calcular el cambio en la probabilidad de que Y; tenga un
valor en especifico por un cambio marginal en alguna de las variables explicati-
vas. Para ver esto, partimos de la derivacién de Pr(Y; = 1|X;) y utilizamos el
resultado que acabamos de derivar:

exp (XiB8— ) . eXp (X{B —ay)
l+exp(X/f—0a;) 1+exp(X[8—ay)
= (X[ —ay) — D(X]B — ay)
opr(Y; =11X;) 02X —oy) OP(Xjf—ay)
0Xy; N 09Xy, Xy,

— 5| (#0625~ )1~ 075~ ) ) - (#XI5 - @)1~ B(XI5 - ) )|

Pr(Y; = 1|X,) =

Por ultimo, una caracteristica atractiva de Logit es que los coeficientes tenian
una interpretacién especifica sin la necesidad de llevar a cabo ningun célculo o
transformacién. Esto se mantiene en Logit ordenado. Para ver esto notemos que:

Pr(Y; > j|X;)

Pr(Yy > a;.,)
Pr(U; > a; — X[pB)
Pr(U; < X[ —a;,)
D(XB — 1)

_ eXp (XiB—aj)

C 1+exp(X[3— i)
Pr(Y; < j|X;) = 1= Pr(Y; > j|X;)

exp (X8 — ayy4)

 1+4exp (X8 — Qjiq)
- 1
C l+exp(X[3— i)

Por lo tanto, tenemos al igual que antes un ratio de dos probabilidades. Lo
importante es que una sea complementaria de la otra. De esta forma obtenemos:

Pr(Y, > jIX,)
i) X/ )

PT Y <j|X,L) eXp( /8 _]+1>

Pr(Y; > j|X,)
1 = X'B8—a.
0g<Pr(Y < jIX,) i =

Pr(Y;>j|X,)
dlog Pryzﬁx )
=P

0Xy;
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Cabe notar que este resultado que derivamos no depende de j, lo cual indica
que esto se puede generalizar para el ratio de dos probabilidades para j =
{0,1,...,J —1}.

5.2.3. Variable Dependiente: Multivariada no Ordenada

Este modelo aplica cuando la variable dependiente consiste en la seleccion de
alternativas discretas, pero que no tienen un 6rden légico de menor a mayor entre
si. Ejemplos incluyen selecciéon de forma de transporte (metro/camioén/coche),
seleccién de algin producto de diferentes caracteristicas (TV bulbo, plasma,
LED, no TV) tipo de gasolina (magna, premium), etc

5.2.3.1. Logit Multinomial y Logit Condicional

Y € {0,1,...,J} sin orden entre las variables. Cada valor representa una alter-
nativa que se puede elegir.

El objetivo es generar predicciones adecuadas de dichas alternativas utilizando
informacion de variables acerca de las alternativas o de los individuos llevando a
cabo la seleccién. Las variables pueden depender del individuo llevando a cabo
la decisién X; o de la opcién a ser elegida (posiblemente junto cada individuo)
X -
McFadden desarrollé estos modelos basados en maximizacién de utilidad. Desa-
rrolla un modelo para la probabilidad condicional de elegir j dados los valores
de las variables explicativas:

Pr(Y; = jlX) = P;y(X;p)

Utilizando las probabilidades, deriva la siguiente funcién de maxima verosimili-
tud:

zzzzl{Yi = j}tlog P; (X, ;, B)

N J
i=1 j=0

El multinomial Logit es un modelo sencillo que asume que solo tenemos va-
riables explicativas a nivel individual. Con ello extendemos el modelo Logit y
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obtenemos:
. exp(X;f3;)
Pr(Y; = j|X;) = — i
1+ ZZ exp(X] ;)
=0
1
Pr(Y; =01X) = —
1+ > exp(X;5)
=0

Pr(Y; = j|X;)
1 A Sl A et VA N S
— 1ot (577 Zoix)) = X5
con lo cual podemos interpretar las 3’s.

Este modelo puede ser visto como un caso particular del modelo Logit con-
dicional el cual tiene variables explicativas que varian segiin la alternativa a
elegir.

exp(Xi{,jﬁj)

Pr(Y; = j‘Xi,OaXi,lw"’Xi,J) =7
> exp(X;lﬁl)
1=0

Vinculo con maximizacion de utilidad:

Upj=XiiB+e;

Asumimos que un individuo elige j si le da la mayor nivel de utilidad:

Yi=j si U,2U, YV 14

K2

Asumimos independencia de ¢; ; para diferentes elecciones y distribucién de
Tipo-I Extreme Value. Esta distribucion se caracteriza por:

f(€) = exp(—¢) exp(—exp(—e))
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Dados estos supuestos:

Pr(Y; =01X,)=Pr(U; o >U,;;,U; g > U, 9,...U; g > U, ;)
=Pre o+ X[ 08— X;1B>¢€ 1,60+ X 0B X[ 18>¢ )

oo €0t X oB—X[1B € 0+X] oB—X] ;B

= / / / f(ei,o)f(ﬁg) f(ei,.]>d6i,0d€i,1 dfi,J

—%0 — o
— [ expl—cip) expl— exp(—e;)) expl—exp(—e,q — X + X/, 8))--

- -exp(—exp(—e¢; o — X 0B + X] ;8))de; o
= / eXP<_€z‘,0) exp(— eXP(—ei,o) - exp(—ei,o - X;,Oﬁ + Xz{,lﬁ)

- —exp(—e¢; o — X[ o8+ X] ;8))de;
= / eXP<—6z‘,0) exp(— eXP(—‘fi,o) - eXP(—€¢,0> eXP(—Xf,oﬁ + X£,1ﬁ)

- —exp(—¢; o) exp(—=X] o8 + X] ;8))de; o

- / exp(—¢; o) exp(— exp(—e; o) (1 + exp(XL 18 — XL o) -

w4 exp(X] ;8 — X[ o8)))de; o

Sea ¢; = —log(1 + exp(le’lﬁ — Xg,oﬁ) 4 exp(XZf,Jﬁ — X{)Oﬁ))

o0

- / exp(—¢; o) exp(— exp(—¢; o) exp(—c;))de o
- o0
= /eXP(_Ei,o)eXP(—eXP(_Q,o_Ci)>d€i,0

Sean; =€+ ¢
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o0

/ exp(c; — n;) exp(—exp(—n;))dn;

—0o0

oo

- / exp(c;) exp(—n;) exp(— exp(—n;))d

oo

= exp(c;) / exp(—mn;) exp(—exp(—n;))dn;

—00

= exp(c;)

Finalmente vemos que:
1
exp(c;)
exp(—¢;) =1+ eXp<X£,1ﬁ - Xz{,OB) +oe eXp(Xz{,Jﬁ - X{,OIB)
= exp(X] o8 — X[ oB) +exp(X],8— X[ of) + -+ eXp(‘Xz{,Jﬁ — X oB)

J
(X |3 exp (X
=0

exp(—¢;) =

J
gexp(xz{,lﬁ)
= exp(¢;) = Pr(Y; = 0/X;) = M

> exp(XZ{Jﬂ)
=0

Para la interpretacion de coeficientes, veamos un ejemplo basado en McFadden
(82).

El objetivo es analizar la eleccion de los hogares entre comprar secadora eléctrica,
secadora de gas o no comprar secadora.

Para ello plantea:

Ui,elec = ﬁO,elec + ﬁl,elecowni + 62,elecpersonsi + B&elecgasi +
o+ Boper€lec x oper; + B, elec x cap; + €; g,
Ui,gas = BO,gas + /Bl,gasowni + ﬂQ,gaspeTsonsi + 63,gasgasi +
et ﬁopergas * oper; + ﬂcapgas * cap; + €i,gas

Uiﬂw = ﬁO;rw + Bl,noowni + BZ,nopersonSi + BS,noga’Si + €i7no
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Por lo que se asume que los costos de operacion y de capital de no tener secadora
son cero.

eXp( i*,elec)
)+ exp(U;,,..) +exp(Us, )

i,9as i,n0

Pr(elec) =

exp(U*

i,elec

MNL equivaldria a restar de cada utilidad un valor constante a nivel individuo:

¢ = BO,no + ﬁl,noowni + ﬂQ’nopersonsi + ﬂS,noga’si

Supongamos aqui que nos interesa una elasticidad:

OPr(elec) elec - oper

6elec,elec-oper -

delec - oper  Pr(elec)

Entonces:
apr(elec) o (exp(Ui*,elec> + eXp(Uzgas) + exp(Ui*,no)) : exp(UZelec)ﬂoper e T eXp<Ui*,elec) eXp<Ui,elec)5oper
. - 2
Oelec - oper (exp(UZelec) + eXp(Ui*’gaS) + exp(U;no))

= eXp(Ui*,elec> ﬂ
 Nexp(Uz,, ) +exp(UF,. ) +exp(UF, ) oper

i,elec i,9as 1,0

_ eXp( Zelec) 25
exp(Uf o) +exp(U o) T exp(Uf,,) )P

i,elec i,9as i,m0

5.3. Variable Dependiente: Alta Concentracion
en un Extremo de la Distribuciéon

5.3.1. Tobit

En el caso del modelo Tobit nos interesa ver como son afectadas las estimaciones
si la variable dependiente tiene una alta concentracién en un valor especifico y
para el resto de los valores hay una distribucién relativamente continua. En
la literatura suele hacerse referencia a este modelo como el de respuestas de
solucion de esquina. Ejemplos de este tipo de variable dependiente incluyen
casos en los cuales se pregunte por la cantidad de horas trabajadas al mes o la
cantidad de bebidas alcohélicas consumidas. En este caso utilizar MCO puede
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llevarnos a tener predicciones ilégicas para la variable dependiente, igual que el
caso del modelo de probabilidad lineal. Asimismo, la concentracién de valores
para la variable dependiente puede llevarnos a un sesgo por la forma funcional
si queremos estimar el efecto de un cambio marginal en X, para los valores de la
variable dependiente donde existe una distribucién continua (es decir, omitiendo
a aquellos que no trabajan o consumen alcohol en los ejemplos).

Nuevamente, el modelo se especifica en términos de una variable latente (V)3
Y = X8+,

donde ahora Y; = max{0,Y;}.

Igual que en los modelos anteriores, asumimos que los errores se distribuyen
asint6ticamente normal con media cero y varianza o2. Dado este supuesto de
los errores, la probabilidad condicional de que Y; = 0 seré :

U. -X’
Pr(Y; =0|X;) = Pr(Y} <0|X;) = Pr(U, < - X/5|X;) = Pr(’ < ’ﬁ|Xi)
o o

()
g g

Y para el caso de Y; > 0, la densidad de Y; dado X; serd igual a:

1/2 o - 7 3)2
10 = () e (05

Por lo tanto, la funciéon de méxima verosimilitud que utilizaremos para definir
los valores de B vy o2, similarmente que en los casos anteriores, resulta en:

N
£(8,0%) =Y | Y, = 0) 1o (1~ B(X(5/0)
1Y > 0)- (- glos(2n?) - 0 X097 |

Como resultado obtendremos estimadores de los coeficientes § y sus errores
estdndar. Sin embargo, nuevamente, los coeficientes no tienen una interpretaciéon
intuitiva por si solos. En el caso del modelo Tobit existen diferentes componentes
que resulta interesante analizar. En el caso de MCO, los coeficientes estimados

3Por simplicidad, en este caso asumimos que la distribucién de la variable latente estd
concentrada en cero. La derivacion del modelo si hay concetracién en otro valor ya sea maximo
o minimo es andloga
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nos daban informacién acerca del cambio en E(Y;|X,) por un cambio marginal
en X, (caeteris paribus). Dicho efecto es de gran interés ya que busca establecer
relaciones causales de una variable a otra. En el caso del modelo Tobit también
es posible estimar dicho efecto, pero ademés existen otros componentes que
pueden ser estimados utilizando la estructura de este modelo. Para entender
esto podemos partir de especificar E(Y;|X;) utilizando este modelo:

E(Y;|X;) = Pr(Y; > 01X, E(Y;[Y; > 0,X;) = ®(X;5/0) - E(Y;[Y; >0, X;)

En este caso, para encontrar el término E(Y;|Y; > 0, X,) tomaremos en cuenta
que Uj tienen una distribucién normal con media cero y varianza o2, por lo tanto
[Nota: para simplificar las siguientes ecuaciones utilizaremos el ratio inverso

de Mills que se define como A\(k) = %]:

E(Y,|Y; >0,X;) = X8+ EU;|U; > -X]B,X;)
=X+ 0E(U,;/o|U;Jo >—-X[B]0, X))
P(—XiB/o)
1—®(-X;B/0)
, P(X;B/o)
~ O e XiB)
= X8+ o\X[B/o)

=X f+o

Una vez obtenido esto podemos calcular el efecto que nos interesa:

OE(Y;|X;) _ 0Pr(Y; > 01X;)
X, 0X,,

DE(Y,|Y, > 0,X,)
09X,
(5.6)

E(Y;|Y; >0, X,)+Pr(Y; > 0[X;)-

Para especificar esta ecuacién necesitamos encontrar dos factores que por si
solos pueden ser estadisticos o efectos de interés: (i) el cambio en la probabilidad
condicional de que Y, sea mayor a cero por un cambio marginal en X, y (ii) el
cambio en E(Y;|Y; > 0, X;) por un cambio marginal en X.

aP’I’(Y; > 0|X1) - a(I)(Xz/ﬂ/O—) _ & "Blo
> 0%) _ 000Xp)e) _ (U )asom/ ) .
PR 20X _ 5 s axisgo (xis)o + 3t/ )]

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacién (5.6) obtenemos:
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0E(Y;|X;)
Sl 1 kel AN Y '/ 5.8
S = P(XIB/0)5, (53)
En conclusion, dependiendo de que efecto nos interese estimar, tomamos la
media de nuestra muestra para alguna de las ecuaciones en (5.7) o (5.8).

5.3.2. Regresion Censuarada

Este tipo de modelos toma en cuenta que por disefio algunas bases de datos
reportan un nivel maximo para algunos valores. Un ejemplo clésico es que las
encuestas a hogares preguntan por el ingreso mensual de un individuo. Al repor-
tar este nivel de ingreso en la base de datos por confidencialidad todos aquellos
individuos por encima de un valor de ingreso determinado sustituyen el valor
verdadero del ingreso del individuo por un ingreso tope que se determina en la
encuesta (e.g. 99,999 pesos al mes). Como resultado, la persona que analiza los
datos en algunos casos no observa el nivel verdadero de los ingresos para todos
aquellos individuos con ingreso mayor al tope (Gnicamente saben que el ingreso
es mayor o igual a dicho valor).

Para llevar a cabo la derivacién de este tipo de modelos tomemos el caso donde
se censuaran valores altos de la variable dependiente y se les da un mismo valor
méximo (C}):

Y, =X/B+U;, , UlX;,C;~N(0,0%)

w; = min{Y;, C;}

Ojo: U, no solo es independiente de X; (homocedasticidad) sino también de C;.
Usualmente C; es una constante y no depende de i.

Para observaciones censuradas:

Pr(w; = G|X;) = Pr(Y; > G| X;)
=Pr (U’ < Xiﬁ_ci)
o

ag

o (X2

g

De forma similar a Tobit, las observaciones no censuradas: w; =Y;.
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Usamos:

1/2

fw) = (5os ) exp (— gzt — Xi67?)

La funcién de Méxima Verosimilitud es:
X/'8—C,
1{w; = C;}log [<I> (“Bl>} + ..
o

e+ 1{w, < C}} {—% log(2mo?) — T;(wi - X;ﬂ)ZH

n

L(Bo) =

i=1

Los coeficientes en este caso se interpretan como un OLS estandar, solo que la
correccién de la censura suele ser relevante en casos en que la densidad en dicho
punto es importante para hacer una correccién funcional que evite que [ este
sesgada.

5.4. Otros modelos

Otros modelos que estan basados en funciones de maxima verosimilitud y que
se derivan de manera similar a la que hemos expuesto en esta nota incluyen:

1. Modelo de regresién truncado. Este tipo de modelos se utiliza cuando
se quiere llevar a cabo inferencia para toda una poblacion, pero la encuesta
por diseno solo incluye a un grupo restringido de la poblacién. En este
caso no se observa informacién para los individuos que no cumplen con la
restricciéon establecida para la seleccion de la muestra y, por lo tanto, no
son una muestra aleatoria de la poblacion.

2. Modelo de regresiéon poisson. Aplica cuando la variable dependiente
es una variable de conteo y tiene pocos valores (usualmente menor a cin-
co). Ejemplos incluyen ntiimero de hijos, nimero de trabajos, ntimero de
materias reprobadas, etc.
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Capitulo 6

Kernel

En esta nota nos enfocaremos a estimar densidades de ciertas variables y una
vez hecho, utilizaremos las herramientas desarrolladas para llevar a cabo esti-
maciones no paramétricas de medias condicionales. Daremos una intuicién de
cémo esto se asocia y como se diferencia de las estimaciones tradicionales de
MCO.

6.1. Histogramas

Empezaremos por estimar densidades de variables continuas'. Nuestro objetivo
es llevar a cabo la estimacién de la densidad poblacional. Para poder llevar a ca-
bo esto, empezaremos por estudiar en detalle la teorfa detras de los histogramas.
El problema que buscamos resolver es: si consideramos las variables aleatorias
{Xy,..., X, } iid con pdf fy(x), sea {zq,...,x,} la realizacion de estas variables
aleatorias. Nos interesa estimar la funcién de densidad en un punto especifico,
fx (z), donde z es una constante.

Sea [a, b] el soporte de X. Para llevar a cabo un hisotgrama empezaremos por
dividir este soporte en K intervalos del mismo tamafio: b’?“. Los intervalos son,
entonces:

[aJr(k—l) (biTa) , 0+ (b;{a) k] para k=1,..., K

Sea N, el nimero de observaciones en el intervalo k, entonces:

N

Nk:ZI{aJr(k:—l) (b*T“) <Xi<a+k(b;{a>} k=1, K

i=1

LE] caso de variables discretas no es tan bueno para motivar el uso de regresiones kernel.
En dichos casos lo mas recomendable es simplemente el uso de histogramas.

101
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Recordemos que X; es una variable aleatoria. Por lo tanto, podemos calcular la
proporcién esperada de observaciones que caeran en un intervalo dado y, con ello,
la probabilidad de que una observacion elegida al azar caeria en dicho intervalo:

=) < xcari (L))

Ix(z)dz

=
I
NG
3
/N
S
_|_
=
|
Z
/N
A

Il
—

a+(k71)(b77a)

En el caso de los histogramas, asumimos que el estimador de la densidad de todos
los puntos dentro del intervalo es igual. Por lo tanto, siendo que la probabilidad
(area de cada barra en el histograma) resulta de multiplicar la densidad (J/“;((z))
por el ancho del bin (b’?a), podriamos obtener la densidad en un punto especifico

(x) solo despejando?:

z|Z

Fx(z) = = :%b[fa para x € {Q-F(k—l) (biTa)vCH'k«b;(a)}

Un aspecto que debemos decidir al llevar a cabo los histogramas es la selecciéon
del nimero de bins, o equivalentemente, el ancho de cada bin. Esto equivale a
seleccionar K. La seleccién del ancho de cada bin es analogo a lo que veremos
después como la seleccién del bandwidth (h) en el caso de densidades kernel. La
intuicién clave es que conforme mas pequenno sea el ancho de los bins, menor
serd el sesgo de nuestro estimador, pero mayor sera la varianza. El sesgo dis-
minuye porque al disminuir el ancho del bin, estamos aumentando la precisiéon
de la estimacién. El aumento en la varianza surge porque corremos un mayor
riesgo de que nuestro bin capture la cantidad adecuada de observaciones en el
muestreo.

Empezaremos por ver el argumentos en términos de sesgo. Imaginen que nos
interesa estimar la densidad en un punto especifico (¢). La definicién de sesgo
serd:
a+k( %)
fx(@)d

a+(k—1) ( }”7“)

(%)

= fx(c) —/fx(@dx (b}—(a

Fx(e) = E [fx(e)] = fx(e)—
= fx(c) — fx(a)

?Nota que la diferencia entre el estimador de la densidad ?;(a:) y la densidad poblacional
fx(z) es que la densidad poblacional es no observable y es precisamente lo que queremos
estimar.

)
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para @ € (a—i—(k—l)(b%)aa‘i‘k(%)]

Conforme 1 K disminuye el sesgo porque hace mas chicos los intervalos, ganando
exactitud.

Dado lo argumentado anteriormente, uno podria pensar que lo mejor entonces es
hacer lo mas pequefinos posible los intervalos. Sin embargo, esta afirmacién no
es del todo correcta por el hecho de que al estar llevando a cabo una estimacion
poblacional, lo que nos interesard es tener un intervalo de confianza acerca de
nuestro estimador. A continuacién lo que haremos es demostrar que existe un
tradeoff entre sesgo y varianza al elegir la longitud de los intervalos: mientras
mas pequennos sean los intervalos menor serd el sesgo, pero también mientras
menores sean los intervalos mayor sera la varianza.

El resultado anterior indica que la probabilidad de tener una observacion alea-
toria en el intervalo [a+ (k—1) (%2) a4+ k (%2)] es:

o~ b—a K 4
PEIOTE =

Por lo tanto, la probabilidad del intervalo p entre la longitud del intervalo (b*?“)
es una forma de estimar la densidad de un punto. Esto se debe a que se distribuye
uniformemente la probabilidad del intervalo.

Las observaciones aleatorias { X1, .., X, } tendrdn una distribucién binomial don-
de una dummy indicara si caen en el intervalo. La estimacion de p surge de pro-
mediar las dummies (cuantas caen en el intervalor) y por lo tanto, la varianza
podra surgir de estimar la varianza de p entre IV debido a que estamos sacando
la varianza de un promedio:

Varp) =50 -p)y = 1@ (“2°) [1=r@ (“20) | 5

v () 55 v
1@ (7= - @) 5

Cabe sennalar dos cosas en la derivaciéon de la varianza:

« 1K= 1 Var(f(@)
« tN= |Var(f(@)

<

Q
=
pad

ISh

6.1.1. Histogramas Centrados

Un problema en el uso de histogramas para estimar la densidad de una variable
es que puntos adyacentes pueden ser muy distintos si caen de uno u otro lado de
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la frontera de un intervalo. Dicho de otra manera, hay cambios discontinuos en
el estimador de la densidad justo en la frontera de cada bin. Esto genera mayor
sesgo cerca de la frontera del intervalo que en el centro.

Una solucién es estimar la densidad asumiendo que cada punto es el centro del
intervalo:

N
)= 1fe—h<w <cth o

i=1

Esta metodologia es equivalente a lo que maés adelante definiremos como un
estimador de densidad kernel uniforme.

6.1.2. Estimador de nearest neighbor

Otra alternativa consiste en utilizar un estimador de nearest neighbor. Empe-
cemos por dar una intuicion. El concepto de nearest neighbor se define como
aquella observacién que se encuentra lo méas cercano posible a un punto. Poste-
riormente, se define al k-ésimo nearest neighbor como el k-ésimo en estar lo mas
cerca posible si las observaciones se ordenan en términos de distancia3. Para el
caso de una distribucién la definicién de distancia no tiene ninguna complica-
cién ya que estamos trabajando en una dimensién. Con ello podemos definir la
distancia al k-ésimo nearest neighbor como:

dy(xz) = argmin d
st.d>0 (6.1)
H{|X; —z|<d} >k

Con este concepto de distancia, el estimador de densidad de nearest neighbor
es similar a los histogramas. En este caso, se tiene q fijar k, donde tener una k
mayor o menor replica el tradeoff de sesgo y varianza que se explicé en el caso
de histogramas con el ancho del bin. Una vez especificado k el estimador de
densidad se construye como:

- k—1

Fx(@) =577 @) (6.2)

La logica en esta ecuacién es que:
= k—1 son el nimero de individuos que se observan en un intervalo especifico

= Dicho intervalo tiene longitud 2 d(z) ya que la distancia puede ir hacia
dos lados

3Es decir, el primero es la observacién més cercana a un punto determinado, el segundo es
la segunda observacién més cercana, y asi sucesivamente hasta llegar a la k-ésima observacién
maés cercana a dicho punto.
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= Dividir k—1 sobre N indica la proporcién de observaciones que posterior-
mente se distribuyen uniformemente en el intervalo 2 d;(z)

6.2. Kernel Density Estimation

Intuicion: Cada observacion de X; tiene una masa 1 que distribuira en el soporte
usando una funcién, llamada la funcién Kernel. Esta funcién Kernel es una
densidad. Una vez distribuida la masa de todas las observaciones, al sumar
todas las masas, habremos distribuido una masa N. Solamente normalizamos
dividiendo entre N y esto nos da el estimador de la densidad. Al distribuir la
masa de cada observacién sera muy relevante decidir qué tan lejos se distribuira,
esto es, la seleccién del bandwidth (h).

Veamos cémo hacerlo con una distribucién uniforme y empecemos por asumir
que tenemos un bandwidth especifico dado por h. Mas adelante discutiremos
como seleccionar dicho bandwidth.

K(z)z% si ze(—1,1)

Con esta funcién utilizaremos el espiritu de histogramas centrados. Tomemos
un histograma centrado en z; para saber si una observacion especifica le reparte
densidad a este punto calculamos:

X —x

?

h
si X, e(x—h,x+h)

si € (-1,1)

=
/
>

=1
&
—

Il
N = N —

Ahora repetimos con todas las observaciones, sumamos y dividimos entre N:

o= g 2ok (K)

Ademaés de la funciéon Kernel Uniforme, existen también los siguientes casos
populares de la funcién K:

1. K(z) =(1—|z|) si z € (—1,1) Triangular

2. K(z)= \/%exp (—12?)  Gaussian

3. K(z) = ﬁ (1 — %2) si z € (—/5,/5)  Epanechnikov
Las funciones Kernel tienen las siguientes propiedades:

» [ K(u)du =1 — Masa de la densidad = 1
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» [uK(u)du =0 — Valor esperado del error usando como peso la densidad
Kernel es igual a 0

» [uw?K(u)du = k, > 0 — permite estimar la varianza. (Similar a valor
esperado de errores al cuadrado)

6.3. Seleccién de Bandwidth (h)

No existe una regla general para la seleccién 6ptima de un bandwidth (h). Muchas
veces lo que se hace es probar distintos bandwidths hasta que la distribucién
yva no tiene un comportamiento muy escalonado, es decir, da una distribucién
“smooth’’.

Una alternativa ampliamente utilizada consiste en elegir el bandwidth utilizando
como funcién objetivo minimizar la integral de los errores al cuadrado?.

La integral de los errores al cuadrado es una funcién conveniente para la selecciéon
de h porque representa el tradeoff entre sesgo y varianza debido a que se puede
demostrar que:

ISE — / (F@) = f(2)) do = /sesg02 (Fa)) do + /Var (f@)dz  (63)
Empecemos por revisar el componente del sesgo:

$esgo (f(x)) = [E(f(x)) — flz) =L l]\}h;[( (X

‘x)] - f(a)

bl 5] il 559
:%/K(y;x>f(y)dy flz %/ fx + hu)h-du — f()
Donde u= =% ydy = h-du
_ / K (u)f(x + hu)du — f(z) (6.4)

4Esto no es lo mismo que el valor esperado de los errores al cuadrado. El valor esperado de
los errores al cuadrado daria un peso distinto a las observaciones dependiendo de la densidad.
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sih—=0
I
/ K(u)f(z)du — f(z) = f(z) / K (u)du—f(z)
sesgo — 0

Partiendo de la ecuacién (6.5) podemos utilizar una expansién de Taylor de
segundo grado en h:

(@) 0
sesgo /K x)du+ /K Yuhf'(x) du + ; /K(u)uzhzf”(x)duf f(z)
_h2k2f//

[ seseo? (7)) =3 [ <f"<x>>2dx

Puede verse en esta férmula que conforme disminuye h, el sesgo tiende a cero.
Siguiendo pasos similares podemos calcular la varianza (la demostracién va més
alla de lo que se pretende en esta clase y se dejan las referencias para el lector
interesado):

Var (f()) = 5 @) [ K@idu — L fa)? (6.5)

Cabe notar de la derrivacion de esta varianza dos aspectos. En primer lugar, esta
formula es 1til en el caso de que nos interese generar una distribucién o hacer
una prueba de hipétesis acerca de f(x). Para ello habria que asumir una funcién
kernel K(.) y emplear el h éptimo. En segundo lugar, en proceso de seleccién
optimo de h el segundo término de la férmula anterior no importa debido a que
h no interviene en ese componente. Por ello no lo empleamos en los siguientes
términos. Usando el primer término de dicha varianza tenemos que:

/Var (f(2)) da %ﬁ/[((u)zdu

Aqui podemos notar que conforme h disminuye, la varianza aumenta. Por lo
tanto, ambos componentes que hemos derivado efectivamente representan el
tradeoff entre sesgo y varianza que se pretendia. Sustituyendo estos términos
en la ecuacién (6.3) obtenemos:

ISE = ih‘lk%/(f”( “do + —/K (6.6)
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Si minimizamos esta funcién con respecto a h obtenemos (despues de calcular
CPO):

2
5

W =ky° N~

il

( / K(u>2du> v ( / f”(x)zdx> o (6.7)

Si bien, este es el bandwidth 6ptimo tenemos el problema de que depende de f(-)
que es lo que queremos estimar en primer lugar. Cabe sefinalar algunas cosas
con respecto a este valor éptimo:

= Conforme N aumenta, h* disminuye (pero lentamente por el factor (1/5)

= La f”(x) representa que tan suave es la curvatura de la funcién de densi-
dad estimada. Un valor pequeiino (en términos absolutos) para la f”'(z)
indica una curvatura suave con cambios no abruptos. Este término agrega
el cuadrado de dicha curvatura a lo largo de toda la distribucién de z.
Curvaturas suaves estan relacionadas con menores valores de h*.

La mayor parte de la selecciéon de bandwidth éptimo parten de la funcién ob-
jetivo (6.3). Algunos métodos siguiente este proceso y utilizando el resultado
de la ecuacién (6.7) hacen diferentes supuestos para encontrar una solucién.
Empezaremos viendo dos ejemplos de este tipo de procedimientos.

6.3.1. Asumir una Distribucién

Silverman (86) asume que tanto K (-) como f(-) son normales. Si tomamos este
supuesto, la ecuacién (6.7) puede simplificarse enormemente para obtener:

Site = 1,06 - oy - N1/ (6.8)

A R, se le conoce como el Silverman Rule of Thumb.

Ademas, hay una alternativa més robusta a outliers que, en vez de utilizar oy,
utiliza:

h*

robust

R
=1,06- N"1/° . mi { —}
,06 min§ oy, 131

donde R es el rango intercuartil Q(X),5 — Q(X)qo5.

Cabe sefinalar que la funcién Kernel Epanechnikov curiosamente es la que, dada
una distribucién, minimiza el valor esperado del ISFE.
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6.3.2. Plug-In Methods

Estos métodos son mas intensivos en cédlculo y consisten en los siguientes pasos:

1. tomemos un valor inicial de h, llamémoslo h, (pudiera ser el Silverman o
un valor elegido aleatoriamente)

2. Utilizando este h, calculamos: ff”(m)dx

N ~1/5
3. Con este valor calculamos hy = ky 7/ N=1/5 ([ K(u)2du)1/5 (f f”(x)dm) /

4.Jteramos este proceso hasta lograr convergencia en h*.
Este método fue sugerido por Scott, Tapia y Thompson (77).

Existen otros plug-in methods que cambian la forma de aproximar [ f/ "(x)dx o
en usar una expansion de Taylor con mas términos en la varianza en ISE. Esto
puede verse en Turlach (93).

6.3.3. Cross-Validation

Este es otro método clasico para determinar h* y existe en diferentes versiones.
Aqui veremos dos:

6.3.3.1. Least-Squares Cross Validation

Recordemos que nuestra funcién objetivo es minimizar el ISE (ecuacién (6.3):

1SE() = [ (Fle) ~ f(o) " do

Si desarrolamos el término cuadratico obtenemos:

[ Fapaz =2 [ fa)f@iz+ [ s@rda

De estos términos, sélo f (z) depende de h, por lo tanto, minimizar ISF serd lo
mismo que minimizar L(h), donde:

L(h) = ISE — / fz)dx = / flz)2dx —2 / f()f(x)da

Notemos que f ()%dz se puede calcular directamente a partir de asumir una
funcién Kernel y agregar la estimacién de las densidades a lo largo del rango
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de posibles valores de z. Sin embargo, f(x) no es observable. Por lo tanto,
utilizamos como estimador de L(h) a:

CVysh) = [ Floptda -2 5 Fi(x)

El segundo término consiste en estimar la densidad de X, tomando en cuenta
todas las observaciones de la muestra, excepto i y luego promediar a través de
X;:

i

P = o 2K (=)

Finalmente Cross Validation resuelve numéricamente utilizando muchos valores
de h y viendo cudl da un valor més chico de C'V; 4(h).

6.3.3.2. Likelihood CV

Este método consiste en preguntarse: >Qué pasaria si tuviéramos una obser-
vacién més independiente? ;Qué tan buena serfa la estimacién de f(z) para
predecir la densidad?

Para no elegir arbitrariamente una observacion, sacamos el promedio de qué
pasaria si no tuviéramos cada una de las observaciones de la muestra:

= m}‘iix CV,(h)

donde CV(h) = % Enj log f(X,)
=1

Este método fue propuesto por Haberman, Herman, y Van der Brock (74) y
Duvin (76), aunque tiene algunos predecesores.

6.4. Regresiones Kernel

Este es un método para estimar regresiones sin asumir ninguna forma funcional.
Nota que, con variables X discretas simplemente promediamos. Este método,
que se centra en suavizar la tendencia, se basa mas en el caso de X continuas.
La metodologia es muy similar a la estimacién de densidades.

Primero definamos la regresién: g(z) = E(Y|X = x). Empecemos imaginan-
do que conocemos el estimador de la densidad conjunta fy x(y,z). Con esto
podriamos estimar una densidad condicional y una vez teniendo esto:
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5(@) = / oy = [yPe®® g, [, S

= — d
fx(z) / yffy)X(z,x)dz Y

Para simplificar la estimacién asumiremos que tenemos un Kernel bivariado que
se puede separar en dos Kernel univariados K (u,v) = K;(u)K,(v).

El denominador:

Foto) = [ rateaiz = g [ 30K (B ) as = [k (B o) hea
2R () e (5

El numerador:

— 1 - T, —x Y, —y 1 - X, —=z
/nyX(y)x)dy:nhQ/ZyiK( n 0k )dy:%/zyiKl( h >K2<U)dv

Por lo tanto:

donde:

Esta estimacién se conoce como la Nadaraya Watson

6.4.1. Regresion lineal local (LL)

El estimador de Nadaraya Watson también resultaria de:

Q= argminZK <x7;x) (y; —a)2
@ i=1
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0L . T, —
% —21:1K( A )(yl—a)—0:>
YK (5 )y
-
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Esto sugiere que también podriamos encontrar otras formas funcionales. En vez
de esto, podrfamos definir una regresion lineal local (LL): g(x) = a+ Bz, donde:

(a,B) = argminzn:K (%) (y; —a— ba:i)2

ab 1

El resultado de esto es muy cercano a OLS:

Esto corresponde a una regresién local ponderada por K.

Una caracteristica favorable es que LL suele ser un mejor estimador cerca de las
fronteras.

Nadaraya Watson es mejor si la relacién entre y y x es mas plana. LL es mejor
si es mas irregular.

6.4.2. Cross Validation (Jackknife)

Para determinar A, nuevamente podemos usar C'V :

1. Seaﬁi\ih(w) =Y w"(X;,z) Y}, donde: w" (X;,2) = K (Xj};z) /3K (%)
J#i ki
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2. Definimos el siguiente criterio de Cross-Validation

3. Elegimos h tal que h* = argmin C'V(h), lo cual se puede resolver numéri-
camente.

6.4.3. Distribucion del estimador

Para poder llevar a cabo inferencia, nos interesara la distribucién del estimador.
Al igual que en la discusién acerca del tradeoff de sesgo y varianza, en el caso de
la varianza, esta tendrd una relacién negativa con el bandwidth. No llevaremos
a cabo la derivaciéon formal de la varianza, pero hay dos cosas por sefinalar.
Primero, la varianza tendra la siguiente forma:

0'2 X
Var (§(x) = 7 f((xf / Kwdu o (7) (6.9)

donde sigma?(z) resultara de calcular los residuales Y; —g(X;) y posteriormente
hacer una regresién kernel del cuadrado de los residuales vs X. Todos los demés
términos son conocidos. El término final o (ﬁ) es un término que conforme N
aumenta va disminuyendo, lo cual hace que la distribucién asintética (muestras
grandes) no sea relevante este ultimo término.

Es comiin en la préactica ver estrategias que utilizan un bandwidth pequefino
para el estimador y bandwidths un poco mas grandes para la varianza. En clase
discutiremos brevemente esta practica.
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Capitulo 7

Experimentos aleatorizados

En las secciones anteriores detallamos el uso de diferentes herramientas de uso
comun en andlisis econométricos. A partir de esta seccién la discusién se enfoca
en el problema de identificar efectos causales de una variable (X;) sobre la varia-
ble dependiente de nuestro modelo (Y). El anélisis causal estd intrinsecamente
ligado a la creacién de modelos que en economia se plantean para entender de
foma estructurada la forma en que individuos toman decisiones y cémo el cam-
bio de algunos factores pueden influir de forma positiva o negativa en dichas
decisiones. Lo que un modelo teérico plantea como estdtica comparativa, que
consiste en ver el cambio en alguna variable de decisién que resulta del cambio
de otra variable, un andlisis empirico busca estimar via un analisis causal.

Ademas, el andlisis causal ha ganado creciente atencién en diversos contextos
mediante su aplicacién en la evaluacién de impacto de proyectos.! Su uso se ha
promovido intensamente como parte de una bisqueda de hacer proyectos basa-
dos en evidencia estadistica. Esto ha resultado en una extensa promocién del
uso de experimentos aleatorizados, implementados y analizados desde la pers-
pectiva de ciencias sociales. En esta y las siguientes secciones nos enfocaremos
en el andlisis causal. Empezamos en esta seccién con los experimentos aleatori-
zados, ya que es el método que goza de mayor aceptacion por su alta validez
interna. Las secciones siguientes exploran los métodos cuasi-experimentales que,
de diferentes formas y bajo ciertos supuestos, replican condiciones similares a
las de un experimento.

Antes de discutir el método de experimentos aleatorizados, empezamos esta sec-
cién con un conjunto de definiciones que son relevantes en cualquier andlisis cau-
sal, independientemente del método utilizado. Recordamos también el problema
de auto-seleccion como motivacion para el uso de los métodos experimentales y
cuasi-experimentales.

LEl Poverty Action Lab (J-PAL) ha sido un fuerte promotor en EU y a nivel mundial de su
uso vinculando academicos y hacedores de politica en el uso de los experimentos aleatorizados.
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7.1. Fundamentos

Para facilitar el anélisis causal empezaremos por comparar el impacto de la im-
plementacién de alguna intervencién. Podemos entender esto como la aplicaciéon
de algun programa cuyo impacto nos interesa medir. Siendo consistentes con la
terminologia ampliamente usada, describiremos a la implementacién de dicho
programa como el Tratamiento (T).? Para poder medir su impacto, compara-
remos la implementacién del proyecto respecto al statu quo o falta de programa
al cual nos referiremos como el Control (C)3. Imaginemos, por ejemplo, que
nos interesa medir el impacto de un programa de construccién de bibliotecas
sobre las capacidades lectoras (medidas con algiin examen estandarizado). En
este caso, el grupo de tratamiento corresponderia a lugares donde se contruyé
una biblioteca y el control a lugares donde no se construyd. Para distinguir en
una base de datos entre ambos grupos utilizaremos una variable dummy 7; que
tendra valor igual a uno (7, = 1) si la observacion 4 recibe tratamiento y valor

K3
igual a cero (T; = 0) si es parte del grupo de control.

Todo diseno de una intervencion efectiva es importante que venga acompanada
de trabajo previo que fundamente el por qué y el cémo de la intervencién. En
particular, es util documentar el problema que se busca resolver y sustentar
c¢émo una intervencién pudiera ser efectiva para resolver el problema. Siguiendo
esta misma légica, al proponer un intervenciéon es importante desarrollar una
teoria de cambio. La teoria de cambio es una representacion grafica que busca
dar sustento y estructura a la intervencién. Va desde los insumos de la interven-
cién (en nuestro ejemplo la construccién de una biblioteca) hasta los resultados
finales que la intervencién busca modificar (en nuestro ejemplo, las capacidades
lectoras). Sin embargo, este vinculo entre insumos y resultados finales suele ve-
nir intermediado por distintos canales. Por ejemplo, para que la construccion de
bibliotecas logre aumentar las capacidades lectoras, podria darse el caso que la
biblioteca mejora el acceso y promueve el interés en la lectura, lo cual genera me-
jores habitos de lectura, mismos que logran aumentar las capacidades lectoras.
En este caso podriamos ver a la mejora en acceso y la promocion de interés en
la lectura como variables intermediarias de primer nivel y a los mejores hdbitos
de lectura como un intermediario de segundo nivel.

Una vez establecida la teoria de cambio, el siguiente paso es identificar cudles
son las métricas que se emplearan para medir los conceptos que sea posible
en la teoria de cambio. Para ello, suele utilizarse una matriz de indicadores
que relacione los conceptos incluidos en la teoria de cambio con las métricas a
utilizar. Por ejemplo, en el caso de la mejora en el acceso podria utilizarse como
métrica la distancia de los hogares a la biblioteca mas cercana; como métrica

2En la exposicién que utilizamos en estas notas hacemos la comparacién de un tratamien-
to y el control. Esta descripcién la hacemos por simplicidad, aunque es posible plantear una
intervencién que tenga mas de un tipo de tratamiento. Mas adelante en las notas describimos
esta situacién.

3El Control también puede ser entendido como una politica alternativa, aunque general-
mente en los analisis de impacto suele ser la falta de tratamiento.
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de habitos de lectura podria recopilarse informacién administrativa de nidmero
de prestamos de libros o alternativamente via una encuesta, preguntar en los
hogares el numero de libros leidos al mes. Esta matriz de indicadores establece
el vinculo entre la teoria de cambio y la base de datos que se utilizard para hacer
el anélisis econométrico.

Insumo

Construccidon de bibliotecas
/ N
N\

/
/1termediario Nivel 1 \
A

Promocion de lecturas Mejor acervo

N\ y
AN Z
\Ymediario NiV

Habito de lectura

Resultado

Y
Capacidades lectoras

Figura 7.1: Teoria de Cambio

En las secciones subsecuentes describiremos como llevar a cabo el andlisis eco-
nométrico del impacto de la intervencién sobre el resultado final. Los resultados
intermedios se pueden utilizar cémo parte de un andlisis separado donde se ex-
plore si algunos de los canales propuestos parecen estar activos. Las estrategias
economeétricas descritas a continuacién aplican para identificar el efecto agrega-
do que la intervencion tiene sobre los resultados finales. Vale la pena aclarar que
estas estrategias no deben entenderse como una forma de identificar el efecto
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de los distintos resultados intermedios sobre el resultado final, sino solo como
el efecto de la intervencién sobre el resultado final, donde varios de los canales
propuestos en la teoria de cambio pudieran explicar los efectos encontrados. No
serd posible desagregar en que proporcion cada resultado intermedio explica el
resultado final, sino solo el acumulado de todos ellos. Sin embargo, las estrate-
gias econométricas que describiremos pueden aplicarse para medir el impacto de
la intervencién sobre cada uno de los indicadores intermedios por separado. Para
esto simplemente se tiene que utilizar cada resultado intermedio como variable
dependiente (V).

7.1.1. Resultados potenciales

Continuando con nuestro ejemplo, supongamos que estamos interesado en me-
dir el efecto de la construccién de bibliotecas sobre las capacidades lectoras y
utilizamos el resultado de una prueba como métrica del resultado final. Sea Y,
el resultado del nifio 7 si recibe el tratamiento (i.e. vive en un lugar donde se
construy6 una biblioteca) y Y,© el resultado del mismo nifio i si estd en el con-
trol (i.e. vive en un lugar donde NO se contruyé biblioteca). A estos valores se
les conoce como resultados potenciales. A nosotros nos interesa el valor de
Y — YL que corresponde al efecto de tratamiento sobre el individuo i.

Una limitacién para poder identificar dicho efecto consiste en que para cada
individuo solo es posible observar ya sea Y; o Yic. Para esto, necesitamos apli-
car el supuesto de no interferencia. Este supuesto consiste en que el resultado
observable Y; solo depende de de la asignacién a tratamiento del propio indivi-
duo y no es afectado por la asignacion a tratamiento de algin otro individuo j.
Pensemos, por ejemplo, que j es el mejor amigo del individuo 3. Si j es asignado
a tratamiento y tiene mejor acceso a una biblioteca, podria suceder que i, pese
a estar en control, vea su resultado potencial Yic afectado por j. Este caso, y
otros de externalidades que discutiremos mas adelante, representan una amena-
za al supuesto de mo interferencia. Este supuesto también es descrito como el
supuesto SUTVA (Stable Unit Treatment Value Assumption) por sus siglas en
inglés.

Definamos a Y, como el resultado observable para el econometrista. Bajo el

supuesto de SUTVA podemos definir:

Y, =YT,+Y(1-T)) (7.1)

Dado que para cada individuo solo podemos observar uno de los dos resulta-
dos potenciales, usualmente el parametro de interés que buscamos identificar
consiste en una medida central de la distribucion de los efectos de tratamiento.
El pardmetro mas comun es el efecto promedio de tratamiento (Average
Treatment Effect, ATE):

=BT -YE) (7.2)
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7.1.2. Sesgo de autoseleccion

Un aspecto fundamental para poder utilizar el resultado observable Y, para es-
timar el ATE es el método de asignacion del tratamiento. Si el tratamiento se
elige de forma voluntaria por los individuos, al tratar de estimarlo utilizando
minimos cuadrados ordinarios encontraremos lo que comtunmente llamamos el
sesgo de autoseleccion. El sesgo de autoselecciéon se puede asociar directamen-
te al sesgo por variables omitidas que previamente describimos en el capitulo de
MCO.

Imaginemos que queremos estimar el ATE con una regresién simple y el resul-
tado observable. En dicho caso estimariamos:

Y, =8+ b T, +U; (7.3)

Como previamente vimos en interpretacién de MCO tendriamos que:

pi = EY|T; =1) - E(Y}|T; = 0)
=EY!T,+Y (1 -T)|T, =1) - EQVT, + Y (1 - T,)|T; = 0)
=E(Y]|T, =1) - E(YF|T, = 0)

En este caso g, corresponde a la diferencia del promedio de nifos que recibieron
el tratamiento y el promedio de nifios de control. Para que 3, sea igual al ATE,
en la ecuacién anterior, sumemos y restemos E(Y,Y|T, = 1). Este valor es no
observado y corresponde al promedio que los nifios de tratamiento hubieran
tenido si no hubieran recibido el tratamiento (un contrafactual):

B =[BT =1) = EYEIT = 1)] + [EYE|T, = 1) — E(YC|T, = 0)] (7.4)

El primer término de (7.4) se puede expresar como (E(YI —YC|T, = 1)) y
corresponde al efecto promedio de tratamiento de los individuos tra-
tados (Treatment on the Treated, TOT). El segundo término (E(Y|T;, =
1) — E(YF|T, = 0)) corresponde al sesgo por seleccién. En nuestro ejem-
plo representa la diferencia en el promedio de ninos de tratamiento y control si
el tratamiento no hubiese existido (i.e. si ambos hubieran recibido el control).
Por ejemplo, supongamos que tenemos nifios en localidades que decidieron cons-
truir una biblioteca y otros en localidades que no lo hicieron. Si la construccién
de escuelas esta explicada porque en esas localidades existia una mayor deman-
da de ninos y padres de familia por tener mejor acceso a material de lectura,
es posible que aun sin la existencia de las bilbiotecas, dichos padres y ninos
hubieran conseguido material de lectura de otra forma. Por lo tanto, podria ser
razonable asumir que sus capacidades lectoras atin sin bibliotecas se hubieran
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desarrolado mejor y tendriamos que E(Y,C|T, = 1) > E(YC|T, = 0). Por lo
tanto, el segundo término de la ecuacién (7.4) es positivo y [3; sobre-estimaria
el TOT.4

7.1.3. Aleatorizacién del tratamiento

Los experimentos aleatorizados (Randomized Control trials, RCTs)
resuelven el probema del sesgo de autoseleccién asignando el tratamiento al
azar. Si T; es una asignacién aleatoria serd facil de justificar el supuesto de
independencia:

VYo LT

Bajo este supuesto, el término de autoseleccién desaparece. La intuicion de esto
es que si la decisién de construir las bibliotecas es al azar, uno esperaria que tan-
to en lugares con y sin acceso a bilbiotecas exista una demanda similar de parte
de los nifios y padres por material de lectura. Por lo tanto, la distribucién de YZ-C
es similar en ambos grupos y se justifica que E(YC|T, = 1) = E(YL|T, = 0).
Asimismo, respecto al primer término, esperariamos que los efectos de trata-
miento se distribuyeran de forma similar en el grupo de tratamiento y control
(E(YS —YC|T, = 1) = BE(Y;" —YF|T, = 0)). Con ello tendriamos que el TOT
y el ATE deberian ser iguales en valor esperado y podriamos estimarlos con 3,
de nuestra regresién simple de la ecuacién (7.3).

Cabe senalar que en este caso el ATE es una estimacién del efecto agregado del
tratamiento. Dicho de otra manera, no resulta de una derivada parcial (caeteris
paribus), sino de una derivada total. Esto se debe a que es muy posible que el
tratamiento, ademas de tener un impacto directo sobre la variable dependien-
te, puede tener efectos indirectos, como describimos previamente. En nuestro
ejemplo de la contruccién de bibliotecas, puede ser que los nifios con acceso a
bibliotecas estén mas motivados y fomen mejores hdbitos de lectura, como dis-
cutimos con la teoria de cambio . Ambos canales pueden llegar a tener efectos
sobre las capacidades lectoras, pero serd imposible determinar que parte del
efecto que identificamos se debe a cada uno de los mecanismos descritos.

7.1.4. Beneficios de datos basales

Pese a que en un ambiente de experimentos aleatorizados no es estrictamente
necesario levantar datos basales, entendidos como un conjunto de variables (X;)

4En una argumentacién de sesgo por variables omitidas diriamos que existe una variable
omitida no observada, como el interés por la lectura, mismo que esta correlacionado positiva-
mente con la existencia de una biblioteca cercana y con tener mejores capacidades lectoras.
Por lo tanto, una estimaciéon de OLS tendria un sesgo positivo para estimar el efecto de las
bibliotecas sobre las capacidades lectoras si no es posible controlar por la variable de interés
por la lectura.
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que existen previo a la implementacién de una intervencion, es considerado una
buena préctica ya que trae consigo diversos beneficios:

1. Tablas de Balance. A pesar de que no sea posible demostrar directa-
mente que la asignacion al tratamiento cumple con el supuesto de inde-
pendencia, es comun utilizar controles recopilados en la linea basal para
dar evidencia indirecta de esto. La idea es que en un ambito de ausencia
del tratamiento, es posible utilizar un conjunto de variables explicativas
para modelar a la variable potencial YiC:

YO =X{B+U; (7.5)

Para dar evidencia de que la asignacién aleatoria fue satisfactoria en el
sentido de independencia, las tablas de balance muestran la diferencia en
las medias entre tratamiento y control para las variables X, esperando
que la mayoria de ellas no sean estadisticamente distintas. En
algunos casos incluso se recopila la variable que se utilizara como resultado
previo a la implementacién del tratamiento Y; en (¢ = 0) y se incluye en
esta comparacion. Estas tablas suelen mostrar:

= El estadistico-t del test de diferencias de medias entre tratamiento y con-
trol (empleando varianzas distintas entre ambos grupos). Se espera que en
una aleatorizacion satisfactoria estos estadisticos no sean estadisticamente
distintos de cero.

= El estadistico-F' de la significancia conjunta de todos los coeficentes de la
siguiente estimacion, esperando obtener un valor-p alto:

T, =X v+U,

2. Controles. Posibilidad de utilizar controles como parte de la estimacién
del ATE. Esto incluye la posibilidad de incrementar la eficiencia (aunque
tipicamente de forma muy limitada) y de llevar a cabo anélisis de hetero-
geneidad en el ATE.

3. Estratificacién. Posibilidad de llevar a cabo estratificaciéon en la asigna-
cién de tratamiento. En el disefio de un experimento esto se hace con el
proposito de incrementar la eficiencia.

4. Atricién. Se refiere a la pérdida de observaciones que originalmente se
encontraban en la asignacion del tratamiento. Esta es una preocupacién
importante en la practica en muchos experimentos aleatorizados, por lo
que mas adelante dedicamos una seccién a este problema.
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7.2. Estimaciones econométricas

7.2.1. Estimacion con MCO

El estimador mas comunmente empleado en la practica para el andlisis de experi-
mentos aleatorizados es una regresion simple de minimos cuadrados ordinarios,
como lo describimos previamente en la ecuacién (7.3):

Y, =8,+p T, +U;

En este caso, el coeficiente ; corresponde a un estimador insesgado del efecto
promedio de tratamiento (ATE) bajo el supuesto de SUTVA y de asignacion alea-
toria del tratamiento. En las siguientes secciones detallaremos ajustes posibles y
estimaciones alternativas al estimador simple de minimos cuadrados otrdinarios
para el andlisis econométrico adecuado de los experimentos aleatorizados.

Si en la ecuacién previa sustituimos 8, = E(Y,C), 3 = (YT —YS) y U, =
Y, — E(Y) podemos ver que obtendrfamos la ecuacién @ref. Esto motiva que
podemos agregar controles a esta especificacién utilizando la ecuacion Qref para

obtener:
Y, =8 +5 T, + X[+ U,

Siendo que T} es independiente y no esta relacionada a X;, como mostramos en la
tabla de balance, esto no deberia afectar de forma importante el valor estimado
de 31, pero podria mejorar su eficiencia si es que los controles ayudan a explicar
de forma importante la variable dependiente Y. Este es el tipico argumento de
uso de controles en RCTs para incrementar la eficiencia del estimador del ATE.

Es importante cuidar no utilizar cualquier variable como control. En particular,
variables que pudieran representar resultados intermedios no deberian emplear-
se como controles ya que podrian sesgar la estimacién. Imaginen que tienen una
variable K, que fue afectada por el tratamiento y representa un resultado inter-
medio. Para ver el efecto que el tratamiento tuvo sobre dicha variable podriamos
estimar:

K;=v%+nT;+V,

Ahora veamos que sucederia si agregamos a K; como control en la estimaciéon
de los efectos de T} sobre Y;:

Yi=ag+a; T, + oK, + U,

=g+ a; T+ ay(yg + T +V;) + U,

= (ag + ayyg) + () +ayyy) T; + (U; + V)
=Bo+B T+ W,

Con esto podemos ver que el coeficiente de T; que obtendriamos en el MCO
simple (8;) no es el mismo que obtendrfamos como coeficiente de T si agregamos
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a K; como control («;). En particular, 8; = a; +ay7,. Si el resultado intermedio
tiene un efecto positivo sobre Y; (ay > 0) y el tratamiento tuvo un efecto positivo
sobre el resultado intermedio (y; > 0), entonces tendriamos que al agregar K;
como control estariamos subestimando el efecto verdadero 5; ya que a; < f3;.

7.2.2. Estimaciéon de Neyman

El coeficiente g, de la estimacién simple de MCO representa la diferencia prome-
dio de la variable dependiente entre el grupo de control y tratamiento. Neyman
en 1935 propuso la aplicacién de experimentos en agricultura y sugirié la es-
timacién del efecto promedio de tratamiento (ATE) usando una diferencia de
medias simple, que es equivalente a lo que el estimador de MCO produce:

F=Y1-Y0 (7.6)

donde Y1 y YO corresponden a los promedios simples de Y, para los individuos
asignados a los grupos de tratamiento y control, respectivamente:

— 1
Yi=— Y,
NTi\Tﬂ
7:— Yy,
CilT,=0

Para demostrar que 7 es un estimador insesgado de 7, demostramos que es un
estimador insesgado de 7 en la muestra que elegimos. Si la muestra es represen-
tativa de la poblacién, entonces querria decir que es un estimador insesgado de
7 en la poblacién.

Siguiendo a Athey e Imbens (2017) empezamos por definir el estadistico:

Ly, 1-1)v,
(NT/N‘ N/ N ) (©-7)

W. =

K2

La motivaciéon para definir este estadistico es que el promedio de W; es igual a

LR
:<N<N1T/NZTY>_< NC/NXN: >
Slyyilsy

i|T,=1 CiT,=0

=Yl-Y0
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Sabemos que si la asignacién fue aleatoria y utilizando la definicién (7.2.1),
Y, =Yl siT,=1yY,; =YF si T, = 0. Sustituyendo esto en la definicién de

W, obtenemos:
b (YY1 e
! Nyp/N Ng/N

Al hacer el paso anterior implicitamente estamos diciendo que toda la incerti-
dumbre esté en la aleatoriedad de la asignacién de T;. Si al azar se elige T; =1
(T, = 0), entonces el individuo tendra como resultado Y7 (V). Si calculamos
el valor esperado de W; obtenemos:

EW,;,)=E (f,;;) £ (W)

Yy," Y¢
=——FT,)— —+=F1-T1T,
Np/N (T;) Ng/N ( i)

Utilizando el hecho de que en el experimento aleatorizado por disefio se elegiran
N7 unidades para el tratamiento y N para el control:

YT C
BOW,) = 5 ET) — g EA=T)
v e
:Y;‘Tiy*iC

Utilizamos este resultado en el calculo del valor estimado del estimador pro-
puesto por Neyman para concluir nuestra demostraciéon de que es un estimador
insesgado del efecto promedio de tratamiento para nuestra muestra:

Neyman tambien estaba interesado en estimar un intervalo de confianza y, por
tanto, en la varianza del estimador. Esto involucra una demostracién mas com-
plicada ya que la asignacién del tratamiento donde se decide que N individuos
recibiran el tratamiento, en vez de asignar aleatoriamente a cada individuo de
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forma independiente, hace que la varianza sea mas compleja. Como veremos mas
adelante, en los calculos de poder estadistico, poder controlar la proporcién de
individuos en tratamiento y control trae beneficios en la eficiencia del estimador.
Sin embargo, si fijamos el nimero de individuos que recibirdan tratamiento eso
afecta la covarianza entre las observaciones, ya que si un individuo fue asignado
a tratamiento eso afecta la probabilidad de que los individuos subsecuentes sean
asignados a tratamiento.®

Para derivar una parte de la varianza veamos que:
Var(?) = Var(Y0 — Y1)
=Var(Y%) + Var(Y1) —2 Cov(Y9, Y1)

Var(Y,°) n Var(Y) - 5731
Ne Ny N

Los primeros dos términos se pueden estimar simplemente utilizando los valores
observados de YT y Y,©:

1 _
S=Var(Y’)= —— Z (Y, =Y0)?
Ne = i|T;=0
1 _
2 — YTy— - Yy _y1)2
S VCLT( 4 ) NT 1 Z\;f % )

El dltimo término S2; surge del hecho de que si queremos fijar el ntimero de
observaciones que recibirdn tratamiento (N;), la asignacién del tratamiento ya
no es independiente entre las observaciones. Para ilustrar esto piensen que la
primera observacion en ser aleatorizada tiene una probabilidad % de ser tra-
tado. Supongamos que es asignado al tratamiento. Esto querria decir que la
segunda undiad tendra una probabilidad de ]X,T:ll de ser asignado al tratamien-
to. El componente de la covarianza no puede estimarse ya que seria observar
simultaneamente a Y,¢ y Y;I para algunos individuos. Athey e Imbens (2017)
demuestran que este término es positivo;® si lo ignoramos tendremos una sobre-
estimacion de la varianza. Por lo tanto, Neyman sugiere utilizar como varianza
conservadora el siguiente término:

oS5 St

Este estimador de la varianza es muy cercano al resultado de asumir heteroce-
dasticidad en la estimaciéon de MCO. La varianza heterocedéstica es ligeramente

5Imaginense una situacién donde en una témbola ha Ny bolitas rojas de tratamiento y
N¢ bolitas azules de control. El primer individuo en formarse y tomar una bolita tiene una
probabilidad Ny /N de sacar una bolita roja de tratamiento. Sin embargo, si este individuo
efectivamente saca una bolita roja de tratamiento, el segundo individuo ahora tendrd una
probabilidad (N —1)/(N — 1) de sacar una bolita roja de tratamiento.

P N
6Muestran que este término es: S3; = ﬁ it A
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menor (indistinguible en muestras muy grandes) ya que para la estimacién de
S2 y S% no utiliza el estimador insesgado de la varianza muestral y en cambio
solo divide entre N y Ny en vez de (No—1) y (N — 1). Por lo tanto, el error
estandar heterocedastico de MCO se podria calcular a través de la varianza del
estimador de Neyman haciendo un pequefio ajuste:

S2 No—1 S Np—1

Var( {V[CO) B S ——

7.9

7.2.3. Estratificacion

Una alternativa para buscar incrementar la eficiencia del estimador del ATE
consiste en utilizar los datos basales para estratificar la muestra y asignar el tra-
tamiento de forma aleatoria al interior de cada estrato (manteniendo constante
al interior de cada estrato la proporciéon de individuos tratados %) Intuitiva-
mente, esta estrategia es equivalente a utilizar controles en una estimaciéon de
MCO, ya que en la practica eso involucra estimar el tratamiento caeteris paribus
los controles. Sin embargo, en la estratificacion el caeteris paribus se genera por
disenio en la distribucion aleatoria del tratamiento. Para elegir las variables de
la estratificacion se sugiere que sean controles que tengan un valor predictivo
importante sobre la variable dependiente.

En el caso de estratificar, es posible calcular el efecto promedio de tratamiento
al interior de cada estrato. Tomando un promedio ponderado de estos efectos
promedio es posible calcular el ATE de la muestra, donde los ponderadores son
el tamano relativo del estrato. La ganancia de este tipo de disefios proviene de la
varianza. La intuicion es que dado que la aleatorizacion se realiza al interior del
estrato, eso generd una independencia entre algunos individuos al momento de
distribuir el tratamiento. Regresando al argumento en el cdlculo de la varianza
de Neyman, en esa ocasion si el primer individuo era asignado tratamiento el
segundo individuo tendria una probabilidad J\][VT:II de recibir tratamiento (lo
cual rompia la independencia). Sin embargo, en el caso de la estratificacién, si
el segundo individuo se encuentra en un estrato distinto que el primer individuo,
su probabilidad de recibir tratamiento dado que el primer individuo fue asignado
a tratamiento, no se ve afectada (sigue siendo %) A este segundo individuo
solo le afecta la asignacién de tratamiento de otros individuos al interior de su
mismo estrato. La ganacia en estratificacién, sin embargo, es en valor esperado.
Pudieran existir casos, particularmente si la vairable de estratificacion tiene un
bajo poder predictivo sobre la variable dependiente, donde en la préactica se
obtenga una varianza mayor que la que se obtendria en una aleatorizacién sin
estratificacion. Sin embargo, este tipo de casos son lo suficientemente raros como

para descartar el uso de la estratificacion.

Por ultimo, la estratificacién por disefio ademas tiene beneficios sobre el balance
de la muestra, haciendo mas improbable que la aleatorizacién resulte en una
distribucién no balanceada.
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Imaginemos que al utilizar los datos basales formamos G estratos que denotare-
mos con el subindice g = {1,2,..., G}. Siguiendo la idea del estimador de Ney-
man podemos imaginar que en cada estrato se asigna una proporciéon constante
de % individuos a tratamiento. Con esto tendremos en el estrato Ny , = N g*%
individuos de tratamiento y N , = N, — Ny, individuos de control, donde N
representa el total de individuos en dicho estrato. Podemos calcular el efecto
promedio de tratamiento al interior del estrato siguiendo la idea de la ecuaciéon

(7.6):

Vv1i_yo
" p g (7.10)
donde YT} y 7; corresponden a los promedios simples de Y, para los individuos
asignados a los grupos de tratamiento y control al interior del estrato (para
identificar el estrato utilizamos una dummy D, = 1 si el individuo ¢ pertenece
al estrato g y D, = 0 si pertenece a otro estrato):

—= 1
YIi=—— Y,
g 7
N i|T;=1,D,=1
— 1
Foge X

Nog i|T;=0,D =1

Utilizando los promedios de tratamiento para los distintos estratos podemos
calcular el efecto promedio de tratamiento (ATE) con un promedio ponderado:

%:i?g (]]\\ff) (7.11)

g=1

Para la varianza primero necesitamos calcular las varianzas del estimador del
efecto promedio para cada estrato. Al igual que (7.8) la varianza estard sobre-
estimada:

S8y | St
Var(7)) = —% + —% (7.12)
9 Ngg Nrg

donde los componentes S2 S2 se calculan como:
P 0,9 Y Plg

1

S ———
9 Ngg—1

(Y; —Y)?
iT;=0,D,=1

1 31\2
SigZW >, (=Y

i|T,=1,D =1
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Dado que la eleccién de individuos entre distintos estratos es independiente, la
varianza del estimador de ATE la podemos calcular con la suma ponderada de
varianzas:

Var(?) = g}ivm@) (ZX;) 2 (7.13)

Una versién extrema de la estratificacion se conoce como un diseno de matched-
pairs. En este caso, llevamos la idea de la estratificacién al 1imite buscando
tener la mayor independencia posible entre las asignaciones a tratamiento y
control. En este caso, con las variables de la linea basal se busca hacer parejas
de individuos (lo cual en la prictica puede ser muy dificil), donde uno de los
individuos serd asignado a tratamiento y el otro a control. Podemos utilizar
buena parte de la notacién previa, imaginando que en este caso g es un subindice
para las G parejas. Al interior de cada pareja ya no calcularemos un promedio
sino una diferencia simple:

T, = Yg1 — YgO (7.14)

El ATE en este caso se calcula como un promedio simple de las 5 distintas ?9:7
1 G

7= N2 ; (7y) (7.15)

g

La varianza presenta una dificultad distinta dado que no sera posible calcular
S5 v St , siguiendo las férmulas previas porque al interior de una pareja no
hay variacién (recuerden que solo hay una observacién de tratamiento y una de
control al interior del estrato). Por lo tanto, se propone como estimador de la
varianza de matched-pairs:

G
Var(?) = Niﬂ ({j11 > (%g—%)2> (7.16)

g

La intuiciéon de esta varianza es la usual de los promedios. Al interior del pa-
réntesis estamos calculando la varianza muestral de las distintas 7, y al exterior
del paréntesis dividimos esta varianza sobre el nimero de observaciones que se
usan en este promedio (7).

7.2.4. FETs: Fisher Exact Test

Ronald Fisher propuso un anélisis basado en el planteamiento de hipdtesis nulas
especifcas a nivel individual (sharp null hypothesis). Este método se conoce como
las Pruebas Exactas de Significancia de Fisher (FETs por sus siglas en

"No es necesario hacer un promedio ponderado ya que todos los estratos (parejas) tienen
el mismo nimero de observaciones: Ny = 2 para toda g
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inglés). La idea es que, bajo la hipdtesis nula, los resultados potenciales pueden
ser observados o inferidos. Pensemos, por ejemplo, que tenemos a un individuo
que recibi6 control (T; = 0) y, por lo tanto, observamos Y, = Yic. Tomemos la
siguiente hipotesis nula:

Hy: YT =Y+ (7.17)

Con esta hipdtesis nula, si asumimos un valor para 7,8, querria decir que con la
Y, observada podriamos inferir el valor de Y,

Para formar una intuicién, imaginemos que tenemos un programa cuyo trata-
miento no tiene ningun efecto (r; = 0 para todo ). Esto querria decir que el
tratamiento y el control tendrian valores de Y; muy similares si fuesen observa-
dos simultaneamente. Entonces, si observamos a una persona bajo control y el
tratamietno no tiene efecto, bien podriamos imaginar que su Y, observada seria
igual si hubiera recibido tratamiento.

El siguiente paso consiste en proponer algtin estadistico W (Y, T') que nos permi-
ta formar evidencia para evaluar la hipétesis nula. Siguiendo la idea de nuestras
secciones anteriores, utilizaremos la diferencia de las medias de tratamiento y
control. Sin embargo, esto no es necesario para los FETs, podriamos en cambio
utilizar cualquier otro estadistico.® Nuestro estadistico propuesto es:

W(Y,T) = <N1 3 K-T)—(Nl 3 YF)
T 41,=1 C iT,=0

Siguiendo un espiritu similar a lo que vimos en bootstrap, este test realiza J
simulaciones de la asignacién al tratamiento. Es decir, simulara la seleccién de
los Np individuos de tratamiento varias veces, pese a que sean simulaciones
falsas en el sentido de que no coincidiran con la asignacién que efectivamente
se realiz6. Denotaremos a cada asignacién simulada TJ, que es un vector de
dimensién N con Ny (T} = 1) y N (T} = 0). Mientras J sea mayor, nuestra
precision del valor-p aumentard, asi que se sugiere hacer diversas simulaciones.
Para cada paso calcularemos el estadistico W(Y, T):

. _ 1 T 1 c
v (4 £ £
i|T) =1 i|T]=0

Por tltimo, agregamos a todos los resultados de las simulaciones el valor del
estadistico observado con la asignacion verdadera. Con todos estos valores cal-
culamos un valor-p contando la cantidad de simulaciones que generan un valor
del estadistico més extremo al observado con la asignacién del tratamiento que
verdaderamente sucedié (W (Y, T)):

J
p value = %Z Wiy, T)| > |Webs(Y,T)| } (7.18)

=1

8tipicamente utilizamos en la hipéteiss nula 7, = 0 para tener una hipdtesis nula equivalente
a asumir que el tratamiento no tiene efecto.

9 Athey e Imbens (2017) sugieren, por ejemplo, el uso de ranks por ser menos sensibles a
valores atipicos.
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Para ilustrar esto veamos el siguiente ejemplo. Supongamos que nuestro trata-
miento es una beca y nuestro outcome son las calificaciones finales. La tabla
siguiente muestra 8 observaciones, donde las primeras 4 observaciones reciben
tratamiento (N = 4) y las tltimas 4 control (N = 4). Como la tabla muestra,
para las primeras 4 observaciones Y; = YT y para las tltimas cuatro Y; = YiC:

yT yc

2

-

0~ O Ui W N
—

0o Ut 0D ©© |
cooco R~~~ MN
o0

00 o Gt~ -

Imaginemos que en nuestra primera simulacién aleatoriamente obtenemos que
las observaciones pares tienen tratamiento y las impares control. Siguiendo la
estrategia de la tabla anterior podemos llenar 4 valores de Y, y 4 de YiC. Luego
utilizamos la hipétesis nula (7.17) y un valor de 7, = 1 para ver si podemos
rechazar la hipdtesis de que las becas generan, en promedio, un aumento de
un punto en la calificacién. Con este supuesto llenamos los valores restantes de
las columnas de Y, y Y. Marcamos en negritas los valores contrafactuales que
rellenamos con la hipo6tesis nula. Con esto, podremos calcular nuestro estadistico
(WJ(Y,T)) para esta simulacién.

iy, 1y ove
1 9 0 9 8
2 9 1 9 8
3 10 0 10 9
4 8 1 8 7
5 7 0 8 7
6 5 1 6 5
7 6 0 7 6
8 8 1 9 8

En esta simulacién W7(Y,T) = 0,5. Para simplificar nuestra ilustracién supon-
gamos que repetimos este ejercicio 10 veces, lo cual resulta en la siguiente tabla,
donde cada renglon corresponde a una simulacién distinta. En el primer renglon
mostramos el resultado de la simulacién que acabamos de realizar y en el tltimo
renglém indicamos la asignacién que verdaderamente se realizé. En las columnas
mostramos la asignacion aleatoria de tratamiento para cada simulacion y en la
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iltima columna el valor del estadistico correspondiente.

ior T T T T T T T W
1 0 1 0 1 0 1 0 1 05
2 0 1 1 1 0 1 0 0 1
3 1 0 1 0 1 0 0 1 25
4 1 0 0 0 1 1 1 0 -05
5 0 1 0 1 1 0 0 1 15
6 0 0 1 0 0 1 1 1 05
7 1 1 1 0 0 0 0 1 3
8 0 0 0 1 1 1 0 1 0
9 0 0 0 1 1 0 1 1 05
0 0 0 1 1 1 1 0 0 05
Real 1 1 1 1 0 0 0 0 25

Como podemos ver en este caso, solo las simulaciones j = {3,7} tienen valores
iguales o mds extremos que el estadistico observado W (Y, T) = 2,5. Em-
pleando el calculo de (7.18) vemos que p value = 0,2. A los valores usuales no
rechazariamos la hipétesis nula. Cabe resaltar, por supuesto, que la cantidad
de simulaciones y observaciones que tenemos en nuestro pequeno ejemplo son
pocas y se hicieron solo con fines ilustrativos.

7.3. Atricion

La atricién es un problema que suele presentarse en el contexto de experimentos
aleatorizados, especialmente en las ciencias sociales, donde el control que se tiene
sobre la muestra para dar seguimiento es menor que en el trabajo de laboratorio.
Entendemos a la atricion como la pérdida de observaciones que originalmente
se encontraban en el diseno del experimento y la asignaciéon del tratamiento.
Es importante como primer paso documentar el grado de atricién y si dicha
atricién fue diferencial entre tratamiento y control. Se recomienda empezar por
documentarla: reportar el porcentjade de las observaciones originales que no
pudo ser observada al final del experimento y dividirla netre tratamiento y
control.

La atricion es un problema que suele ser grave ya que puede venir acompanada
de:

» Pérdida de eficiencia en los estimadores (incremento en los errores es-
téandar).

= Problemas de validez externa si los individuos que abandonan el expe-
rimento son distintos de los que se mantienen. Para esto suele hacerse una
version de la tabla de balance descrita previamente para comparar a los
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individuos que se mantienen en la muestra con aquellos que salieron. Que
haya diferencias significativas no quiere decir que tendremos un estimador
sesgado del ATE, pero si el ATE es heterogéneo, podria querer decir que la
poblacién para la cual el estimador es representativo es distinta respecto
a la poblacion inicial que teniamos considerada en el estudio.

= Problemas de validez interna si los individuos que abandonan el expe-
rimento lo hacen de forma diferenciada entre tratamiento y control. Esta
es la preocupacion mas grave y tipicamente la detectamos re-haciendo la
tabla de balance con la muestra que tenemos disponible para el analisis
final, es decir, después de la pérdida de observaciones.

En el resto de esta subseccién nos enfocamos en estrategias utilizadas para lo-
grar llevar a cabo una estimacién enfocada en la validez interna. Para facilitar
la exposicién, imaginémos que quisiéramos emplear un MCO para estimar el
ATE, pero unicamente contamos con un subconjunto de las observaciones ini-
cialmente consideradas en la aleatorizacién. Supondremos también que para
todas las observaciones podemos observar un conjunto de variables basales
X, que no hayan sido afectadas por el tratamiento (ni por una anticipacién del
tratamiento). Como ya explicamos previamente, dichas variables pueden (o no)
ser incluidas como controles en la estimacién de MCO, sin esto afectar el sesgo
de la estimacién. Nuestro objetico seria estimar:

Y, =By + B T; + X[ By + U, (7.19)

Dada la asignacion aleatoria, suponemos que podriamos estimar este modelo con
MCO de forma insesgada si tuviéramos acceso a todos los datos [E(T;U;| X;) =
E(T,U;) = E(T;)E(U;) = 0)]. Sin embargo, el problema de atricién implica que
no contamos con toda la informacién para algunos individuos (attritors): en
particular tenemos la Y] faltante. Definamos a s; como una variable dummy que
indica si para el individuo ¢ tenemos los datos disponibles y, por lo tanto, lo

podemos utilizar en la estimacién.

Partiendo del modelo (7.19) podemos obtener:

Notese que estimar este modelo con todas las observaciones es equivalente a
estimar (7.19) con la muestra restringida, es decir, con las observaciones para
las cuales s; = 1. Por lo tanto, estaremos interesados en determinar bajo qué
condiciones podemos estimar (11.2) consistentemente. En este caso, estamos
utilizando todas las observaciones, por lo tanto, aun no es un problema el sesgo
muestral. Necesitamos entonces fijarnos en las condiciones de primer orden de la
estimacién para determinar si pudiera haber sesgo. En este caso, las condiciones
de primer orden serian:
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El(s; T;1X;)(s; U X;)] = Els; T, U;| X;] =0 (7.21)

2 _
porque s; = s;.

E(s; T; U;|X;) = E(s;| X;) E(T; U;|X;) =0

7.3.1. Atricién aleatoria

En el caso en que la pérdida de observaciones fuese aleatoria, deberiamos poder
observar que el balance en variables observables se mantiene entre el tratamiento
y el control. Ademds, no deberia representar un problema de validez externa
dado que las observaciones perdidas deberian ser similares a las que se mantienen
en la muestra. El inico aspecto que podria afectar es la perdida de eficiencia
en la estimacién.

Para ver que esto no representa una amenaza en la identificacién del ATE note-
mos que si la atricion es aleatoria o al menos independiente de variables observa-
bles y no observables se cumplird que: E(s; T; U,|X;) = E(s;|X;)E(T; U;|X;) =
0. Esto podria suceder si la pérdida de observaciones ocurrié por un evento
ex6geno, como pérdida de encuestas o imposibilidad de recopilar datos por un
problemas climaticos o desastres naturales.

Esta aleatoriedad de la atricién se podria evaluar si modelamos la pérdida de
observaciones con una estimacién:

Sr=06,+0, T, + X, 6+ Z! 05+ V, (7.22)

donde S} es una variable latente que sirva con una estimacién de probit o logit
a modelar S; = 1{S; > 0}. En este caso utilizamos las variables X, y Z; para
diferenciar entre variables que podrian ser relevantes para explicar a la variable
dependiente del andlisis (X;) de aquellas que no lo sean, pero si sean relevantes
para modelar la atricién (Z;). En el caso de una atricién aleatoria podriamos
evaluar la hipétesis conjunta de todos los coeficientes, esperando no rechazar la
siguiente hipotesis nula:

Hy:6, =0
9y =0
03 =0
H, :e.o.c.

7.3.2. Atricion no aleatoria

En los casos en los cuales la atricién no parece ser aleatoria, el disefio del experi-
mento original tendra problemas de validez externa e interna, como discutimos
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previamente. En esta subseccién enfocaremos la discusién hacia resolver el pro-
blema de validez interna para lograr obtener resultados no sesgados de nuestros
estimadores. Algunos de los métodos que discutiremos pueden ser empleadas en
contextos mas amplios que el de experimentos aleatorizados.

Empecemos por considerar nuestra estimacion de la especificacién (7.19) restrin-
giendo a los datos a los que tenemos acceso (S; = 1), mismos que modelamos
con nuestra especificacién (7.22):

EY|T;, X;,Z;,8; =1) = By + B, T; + X[ By + E(U,|T;, X;, Z;,S; = 1)
=Bo+ B T; + X[ By + ...
+ BT}, X;, Z;, Vy > =6y — 61 T; — X0y — Z]63)
(7.23)

En este caso, el problema de sesgo se ve reflejado en que el ultimo término no
necesariamente es cero pese a que el tratamiento se haya asignado de forma alea-
toria, ya que la pérdida de datos pudiera estar relacionado con 7;. Un primer
paso para analizar la atricion y su relacion con la asignacién de tratamiento con-
siste en estimar (7.22) con y sin los controles (X;) y analizar si el coeficiente de
T, es significativo. Si al controlar por X el coeficiente de §; pierde significancia,
esto sugeriria que tal vez podemos emplear variables observables para modelar
la pérdida de observaciones y controlar el sesgo por atricion. De lo contrario,
necesitariamos utilizar algiin supuesto de restriccion de exclusion y modelar la
atricion. Finalmente, ademés de las alternativas anteriores podemos llevar a ca-
bo una estimacién de cotas (bounds) a los efectos, bajo ciertas restricciones
adicionales de validez externa.

7.3.2.1. Inverse Probability Weights

Una alternativa que frecuentemente se emplea como solucién a la atricién no
aleatoria consiste en llevar a cabo una reponderacién de las observaciones dispo-
nibles después de la atricion. Estos métodos utilizan variables observables que
no deben haber sido afectadas por el tratamiento (de preferencia recopiladas
durante la linea basal). Siendo métodos que utilizan variables observables que
pudieran afectar al tratamiento, nos referiremos a estas en nuestra notacién a
las variables X;.

La intuicién de estos modelos consiste en modificar el peso que le damos a ca-
da una de las observaciones que tenemos disponibles para la estimacién final
(i.e. después de la atricién) con el propdsito de obtener una muestra que sea
similar a la muestra que teniamos originalmente. La similitud se define en tér-
minos de la distribuciéon de las variables observables X,. Para este propdsito
existen modelos paramétricos y no paramétricos.
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El Inverse Probability Weight (IPW), es un método no paramétrico donde
empleamos la estimacion de la especificacion (7.22) que llevamos a cabo con un
probit o logit. Esta especificacién hace que las probabilidades que ser observado
sean funcién de X; (en esta discusién omitimos el uso de las variables Z,), por
lo tanto, podemos corregir el calculo de los promedios, ddndole mayor peso a
las observaciones que sean poco probables de observar dados sus valores de Xj.
De aqui surge el nombre de probabilidad inversa e dichos pesos. La teoria que
justifica el uso de estos pesos surge una aplicacion de la ley de las esperanzas
iteradas junto con la regla de Bayes.

Tipicamente, cuando calculamos la media sumamos las Y; y dividimos entre V.
Todas las siguientes derivaciones las hacemos para el caso de las observaciones de
tratamiento. El cdlculo para el control es idéntico, pero condicionando en T; = 0.
Si les facilita para seguir los siguientes célculos, pueden omitir la condicional
de (T; = 1). En la exposicién lo dejo explicito solo para recordarles que estos
pasos corresponden al tratamiento. Desde la perspectiva de una integral, el valor
esperado es:

/ yf(|T; = 1)dy
T.=1

i

Esta sumatoria en un contexto de una base de datos implicaria sumar todas
las Y; de los individuos en el grupo de tratamiento y dividir entre Np. Esto es
equivalente a pensar que f(y|T; =1) = NLT de forma uniforme. El problema de
este calculo es que no todas las observaciones estan disponibles dado el problema,
de atricién, solo tenemos acceso a aquellas con S; = 1. Con el IPW buscamos
estimar f(y|T;, = 1) utilizando informacién de un conjunto de variables basales
X, vy las observaciones disponibles. Empezamos por considerar que podemos
utilizar la Ley de FEseranzas Iteradas:

fIT, =1) = / F(y,2|T; = 1)da

z, T;=1

Para incorporar un célculo que podamos estimar con el problema de atriciéon
utilizamos la regla de Bayes:
Pr(S; =1y,z,T; =1)
T:]_S:l: 2 L T:].
9(y,2|T; = 1,5, = 1) PrS, = 1T, = 1) fy, x|T; = 1)
_ Pr(S; =1z, T; = 1)

Pr(S, = 1T, = 1) fly.2|T; = 1) (7.24)
_fweli=1)
 ow(x, T, =1)

donde ¢(.) representa una densidad conjunta condicional a que las variables
son observables (S; = 1); la segunda igualdad resulta de que la probabilidad
de atricién (condicional en X) es independiente de Y, es decir, la atricién se
explica por completo con X; y la tercera igualdad sustituye w(z,T, = 1) =
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-1
W) . El componente w(z,T; = 1) es el ponderador en el IPW.
Utilizando la derivacién de la regla de Bayes podemos sustituir en la densidad

que nos interesaba estimar para obtener:

fir =1 = [ oy, 2|T, = 1,5, = 1) w(e, T, = 1da
@, T,=1,8,=1
Si llevamos esto a la préctica g(y,z|T, = 1,5, = 1) = %TS en una sumatoria

que esta empleando las observaciones de tratamiento después de la atricion.
Agregando el ponderador podemos entonces estimar:

yi- 1

s = N w(X;, T, =1) Y, (7.25)
NTS

i|T,=1,8,=1

donde w(X,;,T; = 1) la podemos estimar con un probit o logit. Podemos em-
plear una versién simplificada de (7.22) donde solo usamos nuestras variables
X, observables para modelar la atricién:

S;i=X;0,+6,T,+V,

Sustituyendo el resultado de esta estimacién para el calculo de w(X;,T; = 1)
obtenemos:

Mﬂ&+%»”

wiXe T =1)= ( Nrg/Np

donde ®(.) es la densidad acumuladad de la distribucién normal o logistica
dependiendo de si utilizamos un probit o logit en la estimacion de la atriciéon y
Nrpg es el nimero de observaciones de tratamiento después d ela atricién. Con
esto, tenemos todos los elementos necesarios para estimar el valor promedio de
tratamiento. La derivacién del promedio para el control es similar y resulta en:

yo- 1

CSs

i|T;=0,8,=1

donde los ponderadores corresponidentes son:
-1
(X0,)
w(X;, T; =0) = (sz\lf
cs/Ne
Asi pues obtenemos nuestro estimador del ATE con IPW:
APW YT YD
Con este planteamiento podemos utilizar el estimador de Neyman o una regre-

sién de minimo cuadrados ponderados ( Weighted Least Squares, WLS) donde el
ponderador es precisamente w(X;,T;).
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7.3.2.2. Heckman

El modelo de Heckman se enfoca en emplear variables Z; para modelar la atricién
y estimar de forma insesgada el ATE. Una condicién importante para el uso de
este modelo es que es necesario identificar esta(s) variable(s) Z, que cumpla(n)
con la condicién de explicar la atricién, pero no explicar a la variable dependiente
Y, en la especificacién (7.19). A esto lo conocemos como la restriccién de

exclusién que necesitamos para este modelo. Una limitacién con este supuesto
es que no es posible evaluarlo directamente.

El método de Heckman es un estimador de maxima verosimilutud. Partimos de
estimar con un probit o logit la especificacion (7.22). Utilizando el supuesto que
(U,;,V;) L{T;, X;, Z;} vy partiendo de (7.19) obtenemos:

Y, =080+ 8 T; + X[ B + U;
E(Y|T;, X;,2;,V;) = By + By T; + X Bo + E(U|T;, X, Z;, V;)
=By + 51 T; + X[ By + E(U;|V;)
= XiB+pV;

(7.27)

donde asumimos que E(U,|V;) = pV,, lo cual surge del supuesto de que U; y
V. son conjuntamente normales con media cero. Esta ecuaciéon no puede ser
estimada dado que V; no es observada, pero podemos utilizarla como punto de
partida para estimar E(Y;|T;, X;, Z;, S;):

EY|T;, X;,Z;,8;) = By + By T; + X[ By + pE(V;| T}, X, Z;, ;) (7.28)

Dado que V; tiene una distribucién normal estandar, al igual que en el caso de
Tobit, podemos mostrar que cuando S; = 11°:

E(Vi|Ti7Xia 2 S = 1) = E(V;‘Vi > =0y — 0, T; — X{52 - Zz{53)
?(0g + 6, T; + Xidy + Zi3)
- (0 + 0, T; + X[0y + Z]d3)

= N0y + 0,T; + X[65 + Z[03)

(7.29)

Sustituyendo este resultado en (11.7) obtenemos:

E(Y,|T;, X;,Z;,5; = 1) = By+ By T;+ X[ By +pA(6g+6,T;+ X[ 65+ Z[65) (7.30)

Cabe recordar que asumimos que V; se distribuye como una normal estandar.
Este supuesto es clave para poder calcular para cada individuo A(Jy + 0,7; +

10Para obtener este resultado utilizamos el supuesto de que la distribucién de V; es normal
y que estamos llevando a cabo una integral entre —§y — 6, T; — X8y — Z/d5 € oo
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X[0454+Z]05). Dado que V; se distribuye como una normal estandar y la definicién
(7.22), tendremos que:

Pr(S; =1T;, X;,Z;) = Pr(V; <6y + 6,T; + X[05 + Z]63)

, , (7.31)
= O(8y + 6, T; + X0y + Z[53)

Por lo tanto, el procedimiento del modelo de Heckman consiste de los siguientes
pasos:

1. Se estimard (11.10) utilizando el modelo probit. En esta estimacién se
utilizardn todas las observaciones (incluso aquellas que no se observan
después de la atricidn, i.e. aquellas para las cuales S; = 0).

2. Se utilizaran los coeficientes de esta primera estimacion para calcular
Ay + 0T, + X[05 + Z]05) para cada individuo.

3. Se estimard la especificacién (11.9). En esta estimacion se utilizardn tni-
camente las observaciones con las observaciones disponible después de la
atricién (i.e. aquellas para las cuales S; = 1).

Esta tultima especificacién generara estimadores insesgados de ;. Puede ade-
mas utilizarse esta estimacién para evaluar si existia sesgo muestral. Para ello
simplemente se evaltia si p = 0. En los casos en los cuales se rechaza la hipétesis
y tenemos evidencia de que p # 0 tendrfamos que la estimacién de MCO con
solo las observaciones que tienen .S; = 1 generaria estimadores sesgados de [; si
es que el balance se hubiera perdido después de la atricion.

Para generar un ejemplo en Stata del uso del modelo de Heckman pueden
emplear los siguientes comandos:

= webuse womenwk

= sum wage education age children married

= gen si = (wage < .)

= probit si education age married children

= predict probit_Xb, xb

= gen mills = normalden(probit_Xb) / normal(probit_Xb)
= reg wage education age mills, r

= heckman wage education age, twostep select(education age
married children) rhosigma first

7.4. Asignaciéon aleatoria

La forma mas sencilla de formar grupos comparables consiste en determinar el
status de tratamiento o control de forma aleatoria. Siguiendo este procedimien-
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to, es posible asegurarse que el estatus de tratamiento serd independiente de
cualquier variable no observable y podemos obtener un estimador insesgado de
1

En la préactica algunos de los métodos de asignacion aleatoria son:

1. Loterias por sobre-demanda. En situaciones en las cuales la demanda para
algin programa es demasiado alta y no existen recursos suficientes para
servir a toda la poblacién, se considera que distribuir los recursos por lote-
ria puede ser uno de los métodos éticamente mas justo. Ejemplos: vouchers
en Colombia, préstamos en Sudafrica.

2. Expansién en fases. Algunos proyectos se expanden en distintas fases a
lo largo del tiempo. Para determinar el 6rden de expansiéon puede con-
siderarse justo determinarlo de forma aleatoria. Ejemplos: programa de
desparasitacion en Kenya. Sin embargo, este método puede tener proble-
mas si los individuos anticipan la expansién y reaccionan y no pueden
medirse efectos de largo plazo.

3. Asignacién aleatoria dentro de grupos. En algunos casos se considera éti-
camente injusto que algunos grupos reciban beneficios de un programa y
otros no. Algunas alternativas consisten en otorgar el beneficio de forma
aleatoria a subgrupos dentro de cada grupo. Ejemplo: balsakis en India.
Un problema de este método es el supuesto establecido en la seccién ante-
rior donde el estatus de otros individuos no te afecte.

4. Fomento al tratamiento. Por ultimo, si negar los recursos puede determi-
narse no ético, una alternativa consiste en dar acceso general, pero a un
grupo de individuos ofrecerles incentivos a participar en el tratamiento.
Ejemplos: muestras de fertilizantes en Kenya, en E.U. enviar materiales
gratis para estudiar para un examen.

Una prueba que se hace para demostrar que la asignacion aleatoria funcioné y
que los grupos resultantes son comparables consiste en utilizar informacién pre-
via al experimento (informacién basal) y comparar ambos grupos. Generalmente
los experimentos incluyen una tabla en la cual se comparan medias de variables
contenidas en la base de datos. En teoria, no deberia de poder rechazarse la
hipotesis que las medias de cada variable para ambos grupos son iguales.

En la mayoria de las casos alguna de las variables resulta en diferencias signi-
ficativas, solo por definicién probabilistica. En estos casos, un ejercicio comin
consiste en estimar el modelo (??7) con y sin estas variables como control y
comparar la estimacién de 7; en ambos casos.

Un método popular para llevar a cabo la asignacion aleatoria consiste en agrupar
a los individuos por caracteristicas similares formando grupos (matched-pairs).
Esto se lleva a cabo utilizando la informacién basal o datos administrativos
preexistentes. Una vez hecho esto se determina de manera aleatoria quien dentro
del grupo o pair recibe el tratamiento. Este método ademés de garantizar tener
grupos comparables, te permite disminuir la varianza de tu estimador.
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7.5. Problemas de implementacion

7.5.1. Participaciéon parcial

En algunos casos decides de manera aleatoria los individuos que recibiran el
tratamiento. En nuestro ejemplo distribuir los libros. Sin embargo, en diversos
casos el tratamiento suele ser distinta de la intencion de tratamiento. En nuestro
ejemplo, si la pregunta relevante es ver como leer durante el verano mejora tus
resultados, el hecho de leer es distinto de recibir libros, que es lo que impulsa la
politica. En este caso, supongamos que si el tratamiento (7}) es leer durante el
verano, necesitaremos crear una nueva variable que sea recibir libros (dummy Z;
si la escuela i fue aleatoriamente elegida para recibir libros). En este caso, dos
cosas distintas serdn el modelo (?7?) (utilizando T}) y la siguiente estimacién:

Dado que la distribucién aleatoria consisite en la distribucién de libros, A; serd
un estimador insesgado. Esto se conoce como intencidn de tratamiento (Intent
to Treat, ITT). Sin embargo, la decisién de leerlos o no (T) no es aleatoria, por
ende, estimar (?7?) utilizando MCO nos dard un estimador sesgado de 7. En
concreto, decidir leer los libros puede ser una decisién basada en el interés en
la lectura, por lo tanto, habra sesgo por variables omitidas. En algunos casos,
el estimador A; puede tener un interés en si mismo. Si por ejemplo, quieres
ver la eficiencia de este programa de distribucién de libros. Sin embargo, si
hay distintas maneras de incentivar la lectura y lo que te interesa realmente
es estimar tau,, tendremos que tomar supuestos especificos para obtener un
estimador insesgado.

Para poder obtener un estimador insesgado de 7; necesitaremos llevar a cabo
los siguientes supuestos:

1. Independencia. {Y;7, Y;“} son independendientes de Z,.

2. Monotonicidad. T;(1) > T;(0). Es decir, no defiers. (Recuerden la tabla de
always-takers, never-takers, defiers y compliers)

Bajo estos supuestos podemos utilizar el método de variables instrumentales
para identificar el efecto del tratamiento (7;) para los compliers. Esto se
conoce como el Efecto Promedio de Tratamiento Local (o Local Average Treat-
ment Effect, LATE). En clase demostraremos que IV identifica el ATE para
una subpoblacién (los compliers). El estimador de LATE resulta de aplicar la
metodologia de IV. Es decir, estimamos la forma reducida (7.32) y la primera
etapa:

Ti=mno+mZ; + W, (7.33)

El estimador de LATE serd 7; = A /n;. Debemos recordar que Z; debe cumplir
los supuestos de variables instrumentales: (i) exogeneidad, que dado que es dis-
tribuido de manera aleatoria, no debe haber problema. Solo cabe senalar que Z;



7.5. PROBLEMAS DE IMPLEMENTACION 141

no debe influir directamente la variable dependiente Y, mas que a través de T};
(ii) relevancia, que quiere decir que, en promedio, ser asignado aleatoriamente
debe hacer mas probable que tomes el tratamiento.

El supuesto més fuerte en este caso es el de independencia. En muchos casos lo
mas correcto es tomar el ITT como el tnico estimador que es posible interpretar-
se de manera insesgada. Tomemos el ejemplo del programa de desparasitacion
en Kenya. Sea Z, el indicador de estar en una escuela que aleatoriamente fue
elegida para distribuir las pastillas de desparasitacién y sea T; una dummy que
indica si el nino efectivamente tomé la pastilla de desparasitacién. En este caso,
estimando (7.32) podemos generar un estimador insesgado del ITT, es decir, el
efecto del programa. Pero ademés podriamos estar tentado a calcular el LATE
utilizando el IV para estimar el efecto promedio de la desparasitacién sobre los
ninos compliers. Sin embargo, en este caso el supuesto de independencia no es
correcto, ya que los nifios en las escuelas de tratamiento que hayan decidido no
tomar las pastillas (never-takers) se beneficiaron del tratamiento ya que a sus
compaiieros (algunos de ellos si las tomaron, los compliers) son en promedio me-
nos propensos a propagar enfermeddes de pardsitos. En este caso, unicamente
es correcto estimar el ITT.

7.5.2. Externalidades

Hay una gran cantidad de intervenciones que provocan externalidades. Por ejem-
plo, la intervencién que distribuyen pastillas desparasitantes beneficia no solo
al grupo de tratamiento, sino también al control, ya que la probabilidad de
contagio se reduce. Las externalidades pueden generarse por distribuciéon de
informacion, aprendizaje y reacciéon de los grupos de control. En estos casos,
incluso el estimador ITT puede estar sesgado.

Si se espera que las externalidades surjan, el disefio del experimento puede
incorporar este componente para estimar el alcance e importancia de dichas ex-
ternalidades. Un ejemplo de esto lo llevan a cabo Duflo y Saez, que quiene ver
el efecto de distribuir informacién sobre la seleccién de planes de retiro. Lo que
hacen es hacer la asignacién aleatoria en dos pasos: (i) elegir de manera aleato-
ria algunas instituciones donde se distribuirfa la informacién; (ii) dentro de las
instituciones seleccionadas, elegir de manera aleatoria individuos a quienes se
distribuiria la informacién. En este caso, los autores estiman la externalidad pro-
ducto de diseminacién de informacién comparando los resultados de individuos
no seleccionados en institutciones seleccionadas con individuos no seleccionados
en instituciones no seleccionadas. El supuesto es que aquellos individuos no se-
leccionados en instituciones seleccionadas se beneficirian de la informacién que
reciben de sus companeros que si fueron seleccionados.
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7.5.3. Pérdida de observaciones

La pérdida de observaciones puede ser problemética en el caso de los experimen-
tos. En el caso en el que las observaciones perdidas son aleatorias, este problema
implica un menor poder estadistico. Sin embargo, el principal problema se da
cuando la pérdida de observaciones no es aleatoria. En particular, si aquellos que
se benefician en menor medida del tratamiento deciden abandonar el experimen-
to, llevar a cabo la estimacién sin tomar en cuenta la pérdida de observaciones
nos puede llevar a sobreestimar el efecto del experimento.

La pérdida de observaciones es costosa y en algunos casos muy dificil de evitar.
Es una préactica comtn reportar en cada experimento que proporcién de la
muestra basal se ha perdido en las encuestas subsecuentes. En particular, la
encuesta basal es util para poder deteminar si las observaciones perdidas son
similares a las que se mantienen en el experimento a través de la comparacion
de sus caracteristicas observables antes del experimento.

En los casos en que se reconoce que la pérdida de observaciones no es aleatoria
es recomendable analizar que tipo de sesgo puede generar este tipo de seleccion.
Ademaés existen algunas estrategias para tratar de control este tipo de seleccién.
Una de ellas consiste en hacer un pareamiento (matching) de individuos del
tratamiento y del control utilizando las caracteristicas recabadas en la encuesta
basal.

7.6. Criticas

= Efectos de equilibrio general. Los experimentos generalmente son de baja
escala, lo cual no permite analizar los efectos de equilibrio general que di-
chas intervenciones implicarian. Estos efectos son importantes para poder
evaluar las implicaciones de bineestar que conllevaria la aplicacién de las
intervenciones como politica.

= Efectos en el comportamiento: Hawthrone y John Henry. La implementa-
cién de un experimento puede conllevar cambios en el comportamiento de
los individuos. En particular, los individuos que reciben el tratamiento pue-
den simpatizar con el experimento, saber que son observados y por ende,
esforzarse para que haya efectos positivos del experimento. Por otro lado,
aquellos que son parte del grupo de control pueden sobreesforzarse para
competir con el grupo de tratamiento. Estos comportamientos se conocen
como efectos Hawthrone y John Henry, respectivamente y potencialmente
no se hubieran dado en ausencia del experimento.

= Validez externa. Tres preocupaciones que generalmente surgen con los ex-
perimentos son:
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= Si el experimento fue desarrollado con amplio nivel de cuidado sera dificil
asumir que asi serd llevado a cabo si se generaliza como politica publica.

= El hecho de que el experimento se haya llevado a cabo con una muestra
especifica genera preocupacion de que el mismo resultado se daria con
alguna muestra/poblacién distinta.

= Qué tanto los restulados se deben a detalles especificos de la intervencion.
Es decir, qué tanto se puede aprender de intervenciones similares.

7.7. Experimentos naturales

La misma metodologia cubierta en esta Nota puede seguirse en el caso de ex-
perimentos naturales. Los experimentos naturales se dan cuando algtin evento
ex6geno forma dos grupos: tratamiento (T), es decir, aquellos individuos afecta-
dos por el evento y un grupo de control (C), aquellos no afectados. Si el evento
es auténticamente exdégeno, ambos grupos deben de ser comparables antes de
la ocurrencia del evento. Esto puede verificarse, al igual que en un experimen-
to social, haciendo una comparacién de medias con datos recabados antes del
evento.

Ejemplos de experimentos naturales incluyen:

= Vietnam Era Draft Lottery. Ser elegible para ser llamado al ejercito durna-
te la guerra de Vietnam se determinaba por un nimero que era asignado
de manera aleatoria dependiendo del dia de nacimiento de la persona. Es-
ta elegibilidad fue utilizada como una fuente de variabilidad exdégena para
determinar el efecto de estar enlistado sobre los ingresos vitalicios de los
individuos.

= La epidemia de la influenza espanola de 1918 se utiliz6 como una varia-
cién exdgena para determinar la importancia del desarrollo en-utero. Se
demostroé que aquellos individuos que con alta probabilidad se encontraban
durante su desarrollo en-utero durante el lapso de la pandemia tuvieron
efectos negativos sobre anos de educacién, discapacidades fisicas, ingreso
y estatus socio-econémico.

= El mes sagrado del Ramadan se utiliza para determminar la importancia
de la salud fetal y la alimentacién sobre el desarrollo de los individuos.
Se comparan individuos de madres arabes que se desarrollaron en-utero
durante estos meses contra individuos que se desarrollaron en otros meses
y se encuentran efectos negativos sobre peso al nacer, mortalidad pre-natal
y discapacidades en adultos.

= Ubicacién de salones. Se comparan resultados de lectura de salones que por
su ubicacién eran afectados por el ruido del transporte publico, respecto
a salones no afectados. Se encuentra que la media de lectura en salones
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expuestos al ruido tenfan un rezago equivalente a 3-4 meses de aprendizje.
En este caso, se argumenta que la localizacién de los salones es una fuente
de variacion exdgena.

7.8. Tamano de la muestra y poder estadistico

Llevar a cabo experimentos es costoso. Por esta razén, muchos experimentos
vienen acompaifiados de calculos de cudl tiene que ser el tamano de una muestra
para lograr identificar un efecto de manera significativa. Este ejercicio se conoce
como cdlculo de poder estadistico.

Para entender en que consiste el cdlculo de poder estadistico podemos partir del
planteamiento bésico de nuestro modelo (ecuacién (??)). En este caso, suponga-
mos que el efecto verdadero del tratamiento es 7 (por simplicidad asumiremos
que 7 > 0, pero el caso de 7 < 0 es simétrico). El célculo del poder estadistico
querrd determinar de que tamaio tiene que ser una muestra (NN) para que exista
una alta probabilidad (poder estadistico) de obtener un estimador que nos per-
mita rechazar la hipétesis nula: Hy : 7 = 0 en favor de la alternativa H; : 7 # 0.
Para empezar, para poder rechazar la hipotesis nula, tendremos que establecer
un nivel de significancia « (o error tipo I). El error tipo I es la probabilidad de
rechazar la hipotesis nula si dicha hipétesis es verdadera:

a= Pr(sez) Jr= o) (7.34)

Nuestro segundo componente es el poder estadistico. El poder estadistico (k) es
la probabilidad de obtener un estadistico-t mayor a t, (para tener un estadis-
tico significativo) dado que el valor verdadero de 7 = 7, (como se menciond
previamente asumiremos que 7, > 0, pero el caso de 7, < 0 es simétrico):

=P >t =
K T(se(T o= TO>

(T Ve

( R L)

(7.35)
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Por lo tanto, para obtener un poder estadistico mayor o igual a :

1— k< (ta —~ S;O%J (7.36)

Para simplificar, asumamos errores homoceddsticos en la estimacién de (?7)
con un tamafio de muestra N y N individuos recibiendo el tratamiento, donde
Ny = NP (es decir 100 - P % de los individuos forman parte del tratamiento).
En este caso el error estandar del estimador sera:

1 o2

P-(1—P) N

se(T) = (7.37)

Por lo tanto, para los valores «, k, P y N podremos obtener un estimador
significativo si:

To > (toc + tlfn) : Se<%)

EMD(1y) = (t, +t1_.) - se(T) (7.38)

donde EM D es el efecto minimo detectable, es decir, el valor minimo de 7, para
el cual podremos obtener un estimador significativo. - En cuanto al tamano de
muestra N, cabe resaltar que conforme mayor es N, menor es se(7), por lo tanto,
el EM D es menor. - En cuanto mayor es el poder estadistico (k), mayor es t;_,
y por lo tanto, el EM D es mayor. - Al igual, conforme menor es el error tipo
I (o), mayor serd t, y el EMD es mayor. En casos en los cuales la asignacién
se haga por grupos (e.g. escuelas), serd importante permitir correlacién en los
errores de individuos en una misma escuela. Para esto se tendran que asumir
errores tipo cluster o el modelo de efectos fijos. En este caso, entre mayor sea
la proporcién de la varianza explicada por la correlaciéon dentro de un grupo
(cluster) (o el intra-class correlation) mayor es el EMD.
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Capitulo 8

Variables Instrumentales

Como describimos en la seccién 3, uno de los principales problemas de validez
interna para los estimadores de MCO es el sesgo por variables omitidas. Esto
provoca que los resultados de las estimaciones de MCO no puedan ser interpre-
tadas de manera causal en la mayoria de las ocasiones. El sesgo por varibles
omitidas se genera porque: (i) la variable de interés (X;) esta correlacionada
con alguna variable no observada o no incluida dentro de la estimacion, y (ii)
porque dicha variable no incluida esta correlacionada con la variable dependien-
te. La primera condicién implica que uno de nuestros supuestos utilizados para
estimar el modelo de MCO (E(X;,U;) = 0) no sea un supuesto valido, ya que
la variable omitida implicitamente forma parte del error de la estimacion (U;).

El método de variables instrumentales es una alternativa para estimar el efecto
de dicha variable de interés (X;) sobre la variable dependiente. Intuitivamente,
este método consiste en encontrar un instrumento (Z) que juegue el rol de la
variable de interés (X;) sin tener el problema que dicha variable de interés tiene.

8.1. Planteamiento

Empecemos por recordar el sesgo por variables omitidas. Supongamos que que-
remos estimar el efecto de la educacién sobre los ingresos. Para llevar a cabo
esto empezamos por estimar un modelo de minimos cuadrados ordinarios donde
nuestra variable dependiente es el ingreso mensual (Ing;)! y nos interesa ver el
efecto de los afios de escolaridad (Educ;):

Ing; = oy + ay Educ; + U, (8.1)

IPodriamos usar el logaritmo del ingreso también, pero para simplificar la exposicién utili-
zamos solo ingreso.

147
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Un problema con esta estimacién es que los afos de educaciéon pueden estar
sesgados por omitir en esta estimacién variables como educacién de los padres,
habilidad del individuo, mejores redes sociales, etc. Tomemos el ejemplo de
habilidad. Si agregamos esta variable a nuestro modelo tendriamos:

Ing; = By + B Educ; + By Habil, + 'V (8.2)

Y nuestro sesgo por variables omitidas estaria descrito por 557, donde 7, tendra
el mismo signo que la correlacion entre educacion y habilidad. El problema en la
estimacion de (8.1) es que las variables omitidas implicitamente se encontraba
en el error (U;) y nuestra variable de interés (Educ;) estd correlacionada con
ellas. Esto implica que se viola el supuesto de MCO E(Educ,;U;) = 0.

Una altenativa para estimar de manera consistente oy utilizando el modelo (8.1)
consiste en utilizar el método de variables instrumentales. Este método consiste
en identificar un instrumento (Z,). Utilizando este instrumento y nuestro modelo
(8.1) podemos calcular:

Cov(Ing;, Z;) = Cov(ay + ay Educ; + U;, Z;)
= o, Cov(Educ;, Z;) — Cov(U,, Z,)
2

- Cov(Ing;, Z,) Cov(U;, Z,)
" Cov(Educ;, Z;) ' Cov(Educ;, Z;)

Por lo tanto obtenemos

(8.4)

Para tener un estimador consistente de «; se deben cumplir dos condiciones, que
son los supuestos fundamentales de los modelos de variables instrumentales:

1. Relevancia (Cov(Educ;, Z;) # 0). Intuitivamente, este supuesto impli-
ca que dado que queremos utilizar al instrumento (Z;) para representar
a nuestra variable de interés (Educ;), dichas variables deben estar fuer-
temente correlacionadas. Una manera de evaluar si estd condiciénes se
satisface es llevar a cabo una regresién de la variable de interés (Educ;)
contra el instrumento (Z;):

Educi = 770 + 771Zi + Ui (85)

En la literatura se sugiere que para tener un buen instrumento, el estadis-
tico F que resulte de llevar a cabo la siguiente prueba de hipétesis® debe
ser mayor a 10:

Hy:m =0

2Noétese que la generalizacién de este modelo consiste en sustituir Ing; con Y; y Educ; con
Xy}

3Recuerden que cuando se evaltia la hip6tesis de un solo coeficiente, el cuadrado del estadis-
tico t es igual que el estadistico F. Establecemos esta prueba en términos del estadistico F, ya
que como veremos méas adelante en la Nota, puede ser que tengamos méas de un instrumento
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Hy:my #0

2. Exogeneidad o restricciones de exclusién (Cov(U,, Z;) = 0). Exoge-
neidad implica que nuestro instrumento no esté correlacionado con el error
(U;), que es lo que causaba el problema de sesgo por variables omitidas.
Cabe recordar que U; incluye todas aquellas variables que no incluimos
en el modelo (8.1), tales como educacién de los padres, habilidad, redes
sociales, etc. Generalmente, el supuesto de exogeneidad es el mas dificil
de justificar y en términos del modelo no se puede evaluar directamente, a
menos que se cuenten con mas instrumentos que variables endégenas (es
decir, aquellas, cuyo estimador esta sesgado). Implicitamente, este supues-
to ademaés implica que el instrumento no debe de afectar directamente a
la variable dependiente (Ing;). El tinico efecto que identificard el modelo
es el efecto indirecto de la variable de interés que estamos instrumentando
(Educ;)*.

Angrist y Krueger (1991) sugieren como posible instrumento en este caso la fe-
cha de nacimiento de la persona. Utilizando la fecha de nacimiento identificaron
a aquellos que nacen en diferentes trimestres del ano. La motivaciéon para su ins-
trumento se basa en la idea de, que de acuerdo a las leyes vigentes en E.U., una
persona es requerida a estudiar hasta el momento en que cumple 16 anos. Sin
embargo, las generaciones escolares conjuntan a los nifios nacidos entre Agosto
y Julio del siguiente afio. Por lo tanto, una persona que cumple afios en enero
ya podra trabajar y aun no habra completado el ano escolar, mientras que una
persona que cumple anos en julio ya habrd terminado el grado escolar en el
momento en que puede empezar a trabajar. Por lo tanto, es muy posible que
la fecha de nacimiento influya sobre los afios de escolaridad completados de un
individuo. Esto puede ser verificado como describimos en el inciso de relevancia.
El mayor reto consiste en argumentar la exogeneidad. Puede argumentarse que
la fecha de nacimiento no influye los ingresos del individuo, y que no esta rela-
cionado con variables como acceso a transporte, habilidad y redes sociales. El
unico problema potencial es que los padres reconozcan esto y padres de familia
mas sofisticados decidan tener hijos de manera tal que nazcan cerca del final
del ciclo escolar (pero como pueden darse cuenta es un argumento mas dificil
de establecer).

Si asumimos que la fecha de nacimiento es un instrumento satisfactorio, podria-
mos utilizar dummies de haber nacido en distintos trimetres para estimar el
efecto de la edcuacion sobre el ingreso. Para ilustrar esto tomaremos solo una
dummy y posteriormente veremos cémo ampliarlo a més instrumentos. Sea @1,
una dummy que indica si el individuo nacié en el ultimo triemstre del afio. Uti-
lizando este instrumento debemos estimar las siguientes dos ecuaciones. Estas
ecuaciones se conocen como ecuaciones de forma reducida cuando solo incluyen
variables exdgenas como regresores:

4De no cumplirse esta condicién, no serd posible distinguir que tanto de la Cov(Ing;, Z;)
se debe al efecto directo de Z; sobre Ing; y que tanto por el efecto a través de Educ;.
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Ing; = vy +1QL; +v;

(8.6)
Educ; =ny +mQ1L; +v;

En este caso:
641 = ’AY1/7A71 (8-7)

8.2. Agregar controles

El modelo de variables instrumentales puede incluir otras variables de control.
Para llevar a cabo la estimacién veamos como desarrollar el caso generalizado.
Supongamos que tenemos k variables que queremos incluir en el modelo:

Yy =0+ 51Xy + -+ B Xy + U (8.8)
Supongamos que en este caso nos interesa estimar el efecto causal de X, sobre
Y. Estimar el modelo (8.8) utilizando MCO genera un estimador sesgado de /3,
por haber sesgo por variables omitidas. Por lo tanto, incluimos un instrumento
(Z) para X; que cumpla con las condiciones antes descritas. Si estimamos un

modelo de forma reducida para estimar X; utilizando nuestro instrumento y las
demas variables del modelo tendremos:

Sustituyendo (8.9) en (8.8) obtenemos:

Y; = By + Bilng + meXo; + o+ mp Xy + 02, + Vil + -+ B Xy, + U (8.10)

Reordenando los términos obtenemos:

Y, =ty + o Xy, + - + 9 Xy, + 02, + W, (8.11)
donde:
Y; =B, + B1n;
0 :51¢

W; =U; + B, V;
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Por lo tanto, para obtener estimadores insesgados utilizando MCO en (8.11)
tendremos las siguientes condiciones de primer érden:

N
Z(Yi*ﬂ’o*ﬂ}zXzi*“'*i/)kai —0Z;) =0 (8.12)

=1

Zz'(Yi—1;0—1/32)(21—"'_1;16)(1”'_@2') =0 (8-13)

K2

-

Il
—

Y para j =2,...,k:

in(}/i_ﬁo_&QXQi_"'_&kai_ézi) =0 (8-14)

N
=1
Por lo tanto, para que los estimadores 1, 1, ... 1, y 7y sean insesgados, tendra
que cumplirse que la covarianza de X, ..., X}, Z con el error W del modelo (8.11)
sea cero en cada caso. Esto se cumplird si la covarianza de X, ..., X, Z con los
errores U y V de los modelos (8.8) y (8.11) son cero, respectivamente. En el caso
de Z, este requisito es el supuesto de exogeneidad. Para el resto de los controles,
este supuesto estd imponiendo el requisito de exogeneidad. Recordemos que
nuestro interés radica en obtener un estimador insesgado de ;. Si removemos
alguno de los controles porque nos preocupa que no cumple con los supuestos de
exogeneidad, el requisito adicional que estamos imponiendo por no incluir dicho
control es que el instrumento no debera estar correlacionado con éste control, ya
que el control pasard a formar parte del error U del modelo (8.8). Si el control
no es relevante para explicar la variable dependiente, es mejor no incluirlo en la
estimacién.

A partir de estimar los modelo (8.8) y (8.9), se puede obtener un estimador de
Bos By, -, Bi- Dadas las derivaciones previas tenemos que:

By =6/0 (8.15)

Por lo tanto, Gnicamente dividimos el coeficiente que resulta de estimar (8.11)
entre el que resulta de estimar (8.9).

8.3. Minimos Cuadrados en 2 Etapas (Two-
Stage Least Squares, 2SLS)

Supongamos ahora que queremos estimar el modelo (8.8) y que tenemos dos
instrumentos (Z1, Z2) que cumplen con los supuestos de relevancia y las res-
tricciones de exclusién. En este caso, podriamos llevar a cabo dos estimaciones
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de las ecuaciones (8.9) y (8.11) para obtener dos valores estimados insesgados
de 3,. En el caso del primer estimador utilizarfamos las condiciones de primer
érden dadas por (8.12), (8.14) y:

N
ZZli(Y;_wo_wZXZi_"'_kaki_HZli) =0 (8.16)
i=1

En el segundo caso utilizariamos las condiciones de primer 6rden dadas por
(8.12), (8.14) y:

2

2221'(}/1'_/‘20_'J)ZX%_"'_'L/A}kai_éZQi) =0 (8.17)
i=1

Sin embargo, existe una manera de agrupar la informaciéon de manera eficiente
para producir un solo estimador. Para esto es 1til el método de 2SLS. Este mé-
todo lleva a cabo la estimacién en dos etapas, donde la primera etapa combina
los instrumentos de manera eficiente y la segunda utiliza el supuesto de exoge-
neidad para derivar coeficientes insesgados del modelo (8.8). (Cabe senialar que
el métdo de 2SLS puede ser aplicado también en el caso que tengamos un solo
instrumento y un estimador y resultara en el mismo coeficiente estimado que el
derivado utilizando el método antes descrito)

8.3.1. Primera Etapa (First Stage)

La primera etapa esta relacionada con el supuesto de relevancia. Esta etapa
consiste en utilizar los instrumentos para predecir el valor de la variable de
interés (X;). Este paso es el descrito en la ecuacién de forma reducida (8.9),
pero incluyendo todos los instrumentos validos disponibles. Para llevar a cabo
esto utilizamos un modelo de MCO:

Xy =g+ 0121 + $222; + 0y Xo; + -+ 0 Xy +V; (8.18)

En este caso, para evaluar si los instrumentos son relevantes, calculamos el
estadistico F que se relaciona con la siguiente prueba de hipétesis:

Hy:9, =0
¢y =0
Hy ¢y # 0l # 0
Utilizando los resultados de esta estimacién podemos predecir el valor de X,

basado tinicamente en la informacién que proporcionan los instrumentos y las
variables exdgenas:
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X\li = 1o +<51Z1i+<52Z2i+ﬁ2X2i+"'+ﬁkai (8.19)

8.3.2. Segunda Etapa (Second Stage)

La segunda etapa consiste en utilizar el supuesto de exogeneidad de los instru-
mentos para derivar estimadores insesgados de los coeficientes del modelo (8.8).
Para esto utilizaremos las condiciones de primer orden dadas por:

N
Z(Yi _50_61X\Ii_52X2i_"'_ﬂkai) =0 (8.20)
i=1
N — ~ ~ ~ ~ ~
Xli(Yz’ *Bo *51X1i*ﬂ2X2i*"'*Bkai> =0 (8-21)
i=1

Y para j=2,...,k:

N
Zin(Yi—ﬂo—ﬂlX” *ﬂQXQi*"'*ﬂkai) =0 (8-22)

=1
Esto resultara en los mismos estimadores que los obtenidos por estimar el si-

guiente modelo utilizando MCO:

Y, =58+ 515(\11' + Ba X+ + B Xy + W, (8.23)

Notese que dado que X 1; €s una funcién de Z1; y Z2;, no tendremos el problema
de sesgo por variables omitidas y los coeficientes que resulten de esta estimacion
seran insesgados si Z1; y Z2, cumplen con los supuestos para ser instrumentos
validos.

8.4. Inferencia - Errores estandar

Tomando notacién matricial, sea el modelo (8.8):

Y, = X5+ U, (8.24)
donde X7 = [ 1 Xll XQZ e X]CZ ]/

Y sea:
X, =Z1+W, (8.25)
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donde Z, =[1 Z1, 72, X, .. X, |’;lasegunda columna de II es la
primera etapa: II(.,2) = [ 19y ¢, ¢ 1y ... M | yelrestode las columnas
tienen un coeficiente de 1 en la columna correspondiente a las variables exdgenas
del modelo original (i.e. X, ..., X},) dado que éstas variables estdn en X, y en
Zyy:W, =10 V., 0 .. 0] dondeV, es el error de la primera etapa.

Las ecuaciones (8.24) y (8.25) en términos matriciales se convierten en:

Y =XB+U (8.26)

donde Y es el vector de variables dependientes que tiene una dimensién de
(n x 1); X es la matriz de variables independientes o regresores que tiene una
dimensién de (n X k); 5 es un vector de coeficientes de dimensién (k x 1); y U
es un vector de errores del modelo estructural con dimensién (n x 1).

X=ZII+W (8.27)

donde Z es una matriz que incluye los instrumentos y variables exdgenas de
X y tiene una dimensién (n x L) (L es el ntimero de variables exdgenas més
el nimero de instrumentos); IT es la matriz descrita antes y tiene dimensién
(L x k); y W es una matriz de (n x k) que conjunta a las W, antes descritas
W=[0 V 0 .. 0]).

Partiendo de (8.27) tenemos:

X=ZI14+W

, , , (8.28)
Z2'X =7'"ZI1+ Z'W

y bajo el supuesto de que E(Z'W) = E(Z'V) = 0 por exogeneidad de los

instrumentos y las variables exdgenas en la primera etapa:

Il = E(Z'Z)'E(Z'X) (8.29)

Por lo tanto, el estimador sera:

M=(z'2)'2'X (8.30)

Para simplificar la notacién subsecuente utilizaremos la matriz de proyecciéon
P, =27(Z'Z)"1Z" que nos permite seguir la metodologia descrita en el método
de 2SLS. Utilizando el resultado de la primera etapa generamos una matriz X*
que corresponde a la parte de X explicada por los instrumentos y las variables
ex6genas de X (i.e. X* = ZII). Esta matriz deja intactas las variables exdgenas
de X y sustituye la variable endégena con el valor predicho por la primera
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etapa utilizando los instrumentos y las variables exégenas de X. La contraparte

muestral de X* sera:

X=Z7I=P,X

Utilizando X* en (8.26) obtenemos:

Y =XB+U
XY = X XB+ XU

Por lo tanto, si se cumple el supuesto de exogeneidad (E(X*'U)
0):

f=EBEX"X) ' BX"Y)

Y el estimador ser4®:

X)Xy
X'PX) XY
X'PLP,X)'X'Y

X)Xy

f=(X
= (
=
=X

(8.31)

(8.32)

=IIE(Z'U) =

(8.33)

(8.34)

Con esto hemos demostrado que el estimador de B resulta de hacer una regresion
de Y como variable dependiente y X como variables independientes.

La derivacion de los errores estandar bajo los supuestos de homocedasticidad y
heterocedasticidad sigue los mismos pasos que los descritos en la seccién 3 tan
solo sustituyendo X por X. En este caso tendremos los siguientes estimadores

y convergencias en probabilidad:

N A
Gy = ( ZXiXZ’> E(X: X =ay (8.35)
i=1
. 1 .\ !
Yy = (N ZUz?Xi z/> — BUEX;X;) ' =3y (8.36)
=1

donde U; = Y, — X{B

SEstos pasos asumen que la matriz P, es idempotente (P, = P, Py) y simétrica (P; = P}).
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Y de la misma forma que la seccién 3 en el caso de muestras grandes (teoria
sint6tica) tendremos convergencia en distribucién para el estimador de f:

VN(B—B) — N(0,a7y % paly) (8.37)

8.5. Problemas de instrumentos débiles

Los principales problemas del método de variables instrumentales (ademds de
lograr encontrar un instrumento que cumpla con los supuestos establecidos) son:

= Sesgo. A partir del resultado mostrado en (8.4) podemos ver que si el
supuesto de exogeneidad falla (i.e. Cov(U;, Z;) # 0) y nuestro instrumen-
to es débil (i.e. Cov(Educ;, Z;) es pequenio) el sesgo que resultaria en el
estimador podria ser peor que en el caso de MCO.

= Errores estandar. Los instrumentos débiles provocan que los errores
estandar estimados del coeficiente sean grandes. Por lo tanto, el intervalo
de confianza serd amplio y la capacidad de determinar que un coeficiente
es significativo serd menor. Para una explicacion de por qué los errores
estandar son aumentan con instrumentos débiles se recomienda consultar
(Wooldridge 2002, pp. 101-105).

Por ultimo, una cualidad adicional que comunmente se otorga al método de
variables instrumentales es que evita el sesgo de atenuacién causado por errores
de medicién como los discutidos en la seccién 3.10.



Capitulo 9

Diferencias en Diferencias

El método de diferencias en diferencias (Diff-in-Diff) se ha vuelto un méto-
do muy popular para hacer inferencia causal en microeconometria aplicada. El
planteamiento de este método requiere observar dos grupos de individuos (o en-
tidades) en al menos dos momentos distintos del tiempo, siendo uno de esos dos
grupos afectado por un cambio, cuyo efecto causal se pretende estimar. Ejem-
plo: si el propésito fuera evaluar el efecto de una reforma o cambio legislativo
utilizando el método de diferencias en diferencias, seria necesario observar a
un grupo de individuos afectados por la reforma y a otro no afectado, antes y
después del cambio. Existe también otra alternativa para aplicar el método de
diferencias en diferencias sin tener observaciones en dos momentos del tiempo.
Esta consiste en tomar dos subgrupos de individuos tanto en el grupo afecta-
do y el no afectado por el cambio: individuos elegibles y no elegibles para ser
afectados por el cambio. Ejemplo: supongamos que se implementa un programa
de construccién de escuelas en un Estado que beneficia a nifios indigenas. Po-
driamos aplicar el método de diferencias en diferencias si tenemos una base de
datos con observaciones de nifios indigenas y no indigenas en el Estado donde
se aplico la reforma y en al menos otro Estado no afectado.

Es comun pensar en aplicar el método de diferencias en diferencias cuando se
tiene un experimento natural. Un experimento natural consiste en un evento
ex6geno que afecta ciertas variables econdmicas (en términos econométricos, al-
guna variable independiente). La exogeneidad del evento consiste en que éste
debe afectar a la variable independiente en cuestién y no a otros variables inde-
pendientes que pudieran afectar la variable dependiente que se analiza. Ejemplos
de experimentos naturales: eventos naturales como sequias, proliferacion de al-
gun virus, desastres naturales, eventos histéricos etc.

157
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9.1. Planteamiento basico

Empezando por el caso més simple, supongamos que observamos a individuos
que se dividen en dos grupos: G; = {0,1}, donde el grupo 1 es afectado por
el cambio y el 0 no; y que pueden ser observados en dos momentos del tiempo
T, = {0,1}, donde T, = 0 es antes del cambio y T, = 1 después. (Nota: No es
necesario que la base de datos sea de panel, es decir, que sea el mismo individuo
el que sea observado en ambos momentos del tiempo. Gnicamente se requiere
el supuesto de que la muestra sea aleatoria) Para dichos individuos observamos
una variable de interés: Y;. Por lo tanto, cada observacion estard caracterizada
por tres variables (Y;, G,,T;). Supongamos que queremos ver el impacto de una
reforma laboral sobre horas trabajadas y suponemos que dicha reforma se puede
aplicar en unos Estados si (G; = 1) y en otros no (G; = 0). Un individuo que
trabaja 20 horas a la semana, observado antes de la reforma en un Estado donde
si se aplica la reforma, tendra las variables: (20, 1,0).

Para calcular el efecto de la reforma laboral utilizando el modelo de diferencias
en diferencias primero tendremos que calcular las medias de cada grupo en
ambos momentos del tiempo. Es decir, generaremos el siguiente estadistico:

N
UG, =j) UT, =1)-Y,
— , para j = {0,1} y t = {0,1}

Y(j,t)= -

En particular, Y(0,1) es la media de horas trabajadas de los individuos obser-
vados después de la reforma en el Estado B.

El estimador de diferencias en diferencias es:

7=[V(1,1) = Y(1,0)] - [Y(0,1) = Y(0,0)]
Intuitivamente, 7 representa la diferencia del cambio promedio de horas traba-
jadas en el estado afectado respecto al no afectado. Como vimos en la seccién 3,

este mismo efecto lo podemos estimar con una regresion de MCO si utilizamos
la siguiente especificacion:

Y, =By + 51G; + BT, + 7GT; + U, (9.1)

En este caso, si 7 es significativo, podremos decir que la reforma laboral tuvo
un efecto estadisticamente significativo en las horas trabajadas.
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9.2. Supuesto de tendencia paralela

En el planteamiento del modelo, el grupo no afectado por el cambio (el grupo
G, = 0 en nuestro ejemplo) funciona como un “grupo de control”. Si no tuvié-
ramos la informacién del grupo de control, nuestra tinica alternativa consistiria
en comparar la variable dependiente Y; antes y después del cambio en el grupo
afectado. Sin embargo, en este caso, no seria posible distinguir si el cambio en
el nivel medio de Y] se debi6é a un cambio econémico a través del tiempo o a el
cambio especifico que estamos analizando.

En el ejemplo de la reforma laboral, si no contaramos con el grupo de control
y quisiéramos estimar el efecto de la reforma tomado el cambio en el promedio
de horas trabajadas antes y después de la reforma laboral en el grupo G; = 1,
calcularfamos [Y(1,1) — Y (1,0)]. Sin embargo, utilizando este estimador seria
imposible distinguir si el cambio en horas trabajadas se debe a la reforma laboral
o a cualquier otro cambio sucedido entre el afio 0 y 1 (e.g. una desaceleracién
econdmica, elecciones politicas, etc.).

Nuestro grupo de control nos permite controlar precisamente por esos efectos.
Para ello, nuestro supuesto clave es que “en ausencia del cambio (reforma labo-
ral), el grupo afectado por el cambio (G, = 1), hubiera tenido una tendencia
igual a la que tuvo el grupo de control (G, = 0)”. Este supuesto se conoce como el
supuesto de tendencia paralela. En términos de nuestras ecuaciones, este su-
puesto genera un contrafactual. Es decir, asume que si no hubiese habido reforma,
el cambio de horas trabajadas en el grupo G; = 1 hubiera sido [Y(0,1)—Y (0, 0)].
Como si hubo reforma, el cambio observado fue [Y(1,1) —Y(1,0)]. Por lo tanto,

el efecto de la reforma es la diferencia entre dichos valores, es decir, 7.

Para que el supuesto de tendencias paralelas sea vélido el grupo de control y
el afectado deben ser lo mas parecidos posibles antes del cambio. En funcién
de nuestra especificacién (9.1) esto deberia querer decir que preferentemente [3;
debe ser no significativo. Otra manera de comprobar esto es hacer una compara-
cién de medias con otras variables observables entre ambos grupos. Esta es una
prueba sencilla y consiste en calcular los valores medios de distintas variables
disponibles en nuestra base de datos antes del cambio (i.e. cuando T, = 0). Si
ambos grupos son similares antes del cambio o la reforma, la diferencia de me-
dias no debe ser estadisticamente significativo o distinto a cero en la mayoria
de las variables.

Otra posibilidad para hacer el calculo del efecto de diferencias en diferencias
consiste en utilizar el modelo de efectos fijos. Supongamos que se tiene infor-
macién para todos los estados j de algin pais y que la reforma se aplicé en un
subconjunto de esos estados. Sea R, una dummy que indica si en el afio ¢ y el
estado j, la ley ya se encontraba vigente. Para estimar el efecto de la ley utilizan-
do el modelo de efectos fijos inicamente estimamos la siguiente especificacién
utilizando MCO:
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En este caso, los subindices ¢ corresponden al individuo, j al estado y ¢ al tiempo;
a; es un efecto fijo por estado e indica que se debe incluir una dummy por estado;
0, indica similarmente que se debe incluir una dummy por afio para controlar
por el efecto de tiempo; Xzfjtﬁ son controles a nivel individuo que cambian de
estado a estado y a lo largo del tiempo; U, es el error que en este caso debe
incluir cluster a nivel estado; y 7 es el efecto de diferencias en diferencias que

nos interesa estimar.

El modelo de efectos fijos ademdas permite estimar el efecto de algin cambio
cuando este se da en distintas intensidades en diferentes grupos. Por ejemplo,
supongamos que queremos estimar el efecto de un impuesto al consumo de al-
cohol que se empezo a establecer en los estados, pero cada estado lo implementé
con diferente intensidad. En la especificacion anterior, esto querria decir que aho-
ra R, es simplemente el nivel del impuesto en el estado j y afno ¢; Y;;, puede
ser consumo de alcohol; y el resto de las variables se describe igual.

9.3. Pruebas de robustez

Para verificar qué tan robustos son los resultados del método de diferencias en
diferencias es comin (y recomendable) llevar a cabo las siguientes pruebas:

1. Utilizar datos de més de un periodo previo al cambio y llevar a cabo un
ejercicio de diferencias en diferencias. Con esta prueba se puede evaluar
si la tendencia de ambos grupos antes del cambio sigue una tendencia
paralela. Si se cuentan con varios periodos de informacién, puede utilizarse
la siguiente especificacién:

T
Yijp=o;+ oy + Z T R; + Xz{jtﬂ + Uije
t=1

donde T, es una dummy igual a uno si la observacién se lleva a cabo en
el periodo ¢ y R; es una dummy igual a uno si el estado j es del grupo de
estados que implementaron la reforma. En este caso, si el cambio tuvo un
impacto significativo y se dio en el ano t" € (1,T'), deberfan observarse
no significativas si s < t’ y 7, significativas si r > t’.

2. Utilizar un grupo de control alternativo. Si los resultados son distintos uti-
lizando un grupo de control u otro, esto puede representar un problema
de validez. En clase ejemplificaremos esto utilizando triples diferencias. La
idea de triples diferencias (DDD) es comparar dos estimadores de diferen-
cias en diferencias (DD).
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3. Hacer el mismo ejercicio de diferencias en diferencias utilizando una varia-
ble dependiente que no deberia haber sido afectada por el cambio. Esto
se conoce como prueba de falsificacion.

9.4. Problemas comunes de diferencias en dife-
rencias

Los criticas més usuales a tener en cuenta con el modelo de diferencias en
diferencias son:

1. Que el cambio (o reforma) se produzca como resultado de condiciones
pre-existentes.

a. Targeting basado en las condiciones preexistentes. Supongamos que
queremos ver el efecto de una reforma educativa sobre la cobertura
escolar. Esta reforma consiste en construir escuelas y para llevarla a
cabo se eligio a los 5 estados de la republica. El modelo de diferencias
en diferencias consistird en comparar la cobertura escolar en los esta-
dos elegidos con los no elegidos antes y después de la implementacion
del programa. Sin embargo, si la seleccién de los estados para la refor-
ma se llevé a cabo por que en dichos estados habia mas presién por
parte de los padres de familia, habria un problema de identificacién.
No serd posible distinguir si fue la exigencia y preocupaciéon de los
padres, caracteristicas de dichos estados que impulsaron la exigencia
de los padres o la propia construccion de escuelas lo que generé los
resultados del modelo de diferencias en diferencias.

b. Ashenfelter dip. Este efecto toma su nombre de trabajos de investi-
gacién de Orley Ashenfelter y David Card que analizaron el efecto
de programas de entrenamiento sobre el salario. Los investigadores
se dieron cuenta que los participantes del programa habian decidido
inscribirse a los programas de entrenamiento ya que su salario ha-
bia disminuido recientemente. Por lo tanto, al estimar un modelo de
diferencias en diferencias el efecto se incrementaba debido a que el
grupo que participaba en el entrenamiento tenia salarios que habian
disminuido recientemente antes del programa.

2. Uso de la forma funcional. Tomaremos un ejemplo en el cual después
de una intervencién el desempleo bajo de 30% a 20% en el grupo que
fue afectado por una reforma, mientras que el desempleo en el grupo de
control paso de 10% a 5%. Compararemos que pasa si utilizamos los
valores medidos en tasa o si utilizamos logaritmos.

3. Comparaciéon de efectos en corto versus largo plazo. En muchos casos, la
pregunta relevante de alguna politica es interesante respecto a su efecto
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de largo o mediano plazo. Sin embargo, el supuesto de tendencia paralela
es mas realista y facil de justificar en el corto plazo.

Efectos heterogeneos entre ambos grupos. El modelo de diferencias en di-
ferencias puede también aplicarse si los dos grupos fueron afectados por
un cambio pero de distintas magnitudes (como se explico en el ejemplo
del impuesto al consumo de alcohol en la Seccién 2). En este caso, podria
existir un problema si los efectos del cambio son heterogeneos entre los gru-
pos. Este es un caso particular de una violaciéon al supuesto de tendencia
paralela.



Capitulo 10

Regresion Discontinua

El método de regresién discontinua es un método cuasiexperimental utilizado
para identificar efectos causales de algun tratamiento. Este método se basa en
cortes que surgen por ley o por diseno y que implican una discontinuidad en la
implementacién del tratamiento, mismo que viene definido a lo largo de alguna
variable, G (normalmente llamada la wvariable definitoria. Este método hara
posible determinar la relacién causal de cambios en el estatus de tratamiento
sobre alguna otra variable (la variable dependiente).

Un ejemplo tradicional que se ha utilizado son las votaciones por mayoria. En
casos donde hay dos contrincantes en una eleccién, si se usa la regla de mayo-
ria sabremos que un candidato gana si obtiene mas del 50 % de las votaciones.
Supongamos que nos interesa ver si los gobiernos de izquierda hacen una dife-
rencia en la politica fiscal o econémica (Pettersson-Lidbom, 2007). Si el partido
de izquierda recibe més del 50 % votos gana la eleccién y si recibe menos la
pierde. Llevar a cabo una estimacién de MCO donde la variable dependiente
es la tasa impositiva y tu variable de interés es que el gobierno de izquierda
haya ganado muy probablemente te llevara a un sesgo por variable omitida (en
particular, qué tan liberal es el electorado puede llevar a un sesgo). Intuitiva-
mente, el método de regresiéon discontinua compara situaciones en las cuales el
gobierno de izquierda apenas gana (i.e. reciba poco mas del 50 % de los votos)
con situaciones donde apenas pierde (i.e. reciba poco menos del 50 % de los
votos). En este caso se puede argumentar que justo en la discontinuidad pasa-
mos de una situacién en la que el partido de izquierda pierde a una en la que
gana. Sin embargo, en ambos casos el electorado debe ser similarmente liberal
(de igual manera no debe haber un brinco abrupto en cualquier otra variable
que provoque sesgo). Lo que haremos entonces es ver si en esa discontinuidad
hay un brinco discontinuo en la variable dependiente. De haberlo, el método
de regresién discontinua atribuird dicho brinco al hecho de que el gobierno de
izquierda haya ganado la eleccién.

163
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10.1. Planteamiento

Este método nos permitira investigar el efecto de la variable 7} sobre Y, donde T}
serd una variable dummy que especifica si el individuo ¢ forma parte del grupo
de “tratamiento” (T, = 1) o de “control” (T, = 0). El planteamiento utiliza
nuevamente el concepto de resultados potenciales. Cada individuo tiene dos
resultados potenciales, de los cuales inicamente observamos uno (el realizado).
Y/” es el nivel de la variable dependiente que i tendria si forma parte del grupo
de tratamiento, YiC el que tendria si forma parte del grupo de control y Y, el

7
nivel observado.

A diferencia que en el caso de experimentos donde ambos grupos (tratamiento
y control) eran determinados de forma aleatoria, en este caso son determinados
por una regla objetiva de decisiéon. Dicha regla debera especificar cortes especi-
ficos en los cuales la probabilidad de formar parte del grupo de tratamiento o
control cambie de forma abrupta (i.e. discontinua). La regla debera estar basada
en una variable, que llamaremos la variable definitoria (G,), misma que no debe
poder ser manipulable por los individuos. Esta variable puede estar relacionada
directamente con los resultados potenciales (y por tanto, con la variable depen-
diente), sin embargo, dicha relacién (asi como con el resto de las variables de
control) se asume como continua.

El cambio discontinuo en la probabilidad de formar parte del grupo de trata-
miento puede ser de dos tipos:

= Sharp. Donde la probabilidad de formar parte del tratamiento pasa de 0
a 1 en la discontinuidad.

= Fuzzy. Donde la probabilidad de formar parte del tratamiento cambia
abruptamente en la discnotinuidad, pero no pasa de 0 a 1 debido a que
existe la posibilidad de que debajo de la discontinuidad haya unidades de
observacion recibiendo el tratamiento y después de la discontinuidad puede
haber unidades de observacién no recibiendo el tratamiento (i.e. existe la
posibilidad de que existan never-takers y always-takers.

En esta nota desarrollaremos gran parte de la identificacién teérica basado en
el caso sharp y al final se incluye una secciéon del caso fuzzy.

10.2. Regresiéon Discontinua Sharp

Este tipo de discontinuidad se refiere al caso en el cual la probabilidad de formar
parte del grupo de tratamiento pasa de 0 a 1 después del corte que determina
la discontinuidad. Ejemplos de este tipo de cortes incluyen: (i) margenes por los
cuales se pierde una eleccidn; (ii) cortes administrativos que definen diferencias
en precio (e.g. adulto mayor de 65 aflos); (iii) politica en México de apoyo a los
125 municipios més pobres.\
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En este caso T} es definida por la variable definitoria (G;) y el punto de discon-
tinuidad es k:

T, = 1{G, > k} (10.1)

Todos los individuos con G; > k estardn en el grupo de tratamiento (i.e. su
participacién es obligatoria) y todos con G; < k estardn en el grupo de control
(i.e. su participacién en el tratamiento estd prohibida).

10.2.1. Analisis preliminar de datos

Una primera aproximacién suele consistir en combinar dos componentes en una
misma grafica:

= Medias condicionales locales. Esto consiste en formar distintos bins y
para cada bin, calcular la media condicional de la variable dependiente (Y}).
Esto equivale a llevar a cabo una regresién kernel con un kernel uniforme y
solo gréaficar los puntos medios de cada bin. Existen dos alternativas para
la seleccién de los bins: (i) equidistantes, que quiere decir que la distancia
sobre G de un punto a otro serd el mismo y (ii) {cuantil-espaciado}, que
quiere decir que cada bin tendra el mismo nimero de observaciones'.

= Polinomio global. Pese a que nuestra estimacién sera local en naturaleza,
para tener una idea de posibles discontinuidades y una intuicién acerca de
qué tan extrapolable es el resultado local, muchas veces se hace un anélisis
exploratorio (que no siempre se presenta) donde se estima un polinomio
global (de alto grado) antes y después de la discontinuidad.

Usualmente, estas estrategias muestran la existencia de la discontinuidad. Cuan-
do estas alternativas fallan a mostrar evidencia de la existencia de la disconti-
nuidad, rara vez se identifican en las estimaciones mas precisas. Las medias
condicionales y el polinomio global se pueden calcular con el comando rdplot.

10.2.2. Estimacién con regresion lineal local

Para identificar el efecto del tratamiento sobre la variable dependiente tendre-
mos que asuir:

» Independencia (condicional en la variable definitoria). V;T, Y L T | G,

» Continuidad. E(Y|G, = g) y E(Y|G; = g) son continuas en g = k.

ILa ventaja de tener bins equidistantes es que visualmente, la grifica es més clara. La
ventaja de tener la grafica cuantil-espaciada es que la misma grafica te da una idea de la
distribucién de la variable definitoria (G;).
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Ademés de esos supuestos utilizaremos la ley de esperanzas iteradas que indica
que el valor esperado de Y, puede ser calculado como:

E(Y;|G; =g) = E(Y/"|T, = 1,G, = g) * Pr(T, = 1|G, = g)+

i (10.2)
+EYS|T; = 0,G; = g) = Pr(T; = 0|G; = g)
Utilizando los supuestos establecidos y (10.2) tenemos que:
B[YF|G; = k| = lim E[YC|G,; =]
g—k~
_ 1 el _
= Jim E[Y|T; =0,G; =g (10.3)
— lim E[Y|G, = g
g—k~
E[YT|G, = K| = lim E[Y,|G; = g] (10.4)

g—k*t

Por lo tanto, utilizando estos supuestos podemos obtener el efecto de tratamiento
en el punto G; = k:

7, = BIYT —Y|G, = K (10.5)
En este caso serd necesario utilizar extrapolacién, ya que si G; es continua, la
probabilidad de observar alguna unidad con G; = k serd cero. Por lo tanto,
no tendriamos observaciones para llevar a cabo la estimacion. En este caso
utilizaremos observaciones con G, arbitrariamente cerca del valor de corte k.

Para estimar el valor de 7., el state-of-the-art sugiere el uso de regresiones linea-
les locales utilizando tnicamente las observaciones con |G, — k| < h (es decir,
observaciones con G, a menos de h de distancia del valor de corte k). El uso
de regresiones paramétricas globales son un buen complemento para evaluar la
continuidad y forma de los resultados potenciales a lo largo de G. El uso de
regresiones lineales locales se debe a que nos interesa la estimacién en un punto
que ademas es una frontera. NW suele no ser tan adecuado para esos propositos.

Para estimar el efecto de Regresién Discontinua con regresién lineal local:

. G,—k
min E K( )(yi—aL—ﬂL (Gi—k’))2
DéLqﬁL . h

i|k—h<G;<k

min Z K(Gi_k>(yi—aR—ﬁR(Gi—k))2

RBR < Giekth

Y, por lo tanto, 7, = & — &y . Ademés suele verse también en algunas aplica-
ciones evaluar la sensibilidad al grado del polinomio local, de forma tal, que en
vez de usar una regresiéon lineal local, se use un polinomio local.
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En diversas aplicaciones, la estimacion de la regresion lineal local, suele acompa-
narse de estimaciones que utilizan una forma paramétrica global. Sin embargo,
siendo un estimador local identificado en G; = k, el uso de estimadores locales
como (LL) son preferidos. Las estimaciones paramétricas suelen utilizarse como
parte de ejercicios de robustez. La estimacién paramétrica consistiria en:

N
min Y (Y; = By — .15 — £, (G; — k, T3 8))°
=1

donde f (G; — k,T;; ) es un polinomio grado r de (G; — k) que puede tener (o
no) sus componentes interactuados con 7T} para indicar que las pendientes antes
y después del corte pueden (o no) ser distintas. Para flexibilidad del estimador,
se sugiere incluir las interacciones. Asimismo, las pruebas de robustez suelen
incluir diversos grados del polinomio para evaluar la sensibilidad del estimador
al uso de diferentes grados.

Para llevar a cabo la estimacién de LL hay dos componentes que debemos se-
leccionar:

1. Seleccionar la funcién kernel, K(:). De acuerdo a Cattaneo et
al. (2018) se sugiere utilizar la funcién triangular debido a que, si se elige
un bandwidth 6ptimo que minimice el error medio cuadratico (MSE por
sus siglas en inglés), la seleccién de un kernel triangular derivaria en un
estimador puntual con propiedades asintéticas optimas. Una alternativa
que suele utilizarse también es el kernel uniforme debido a que, bajo
ciertas condiciones, minimiza la varianza asintética de un polinomio local
(incluyendo LL). Usar un kernel uniforme equivale a llevar a cabo dos
regresiones OLS simples de Y contra G, una con datos en el bandwidth
por debajo del corte (i.e. kK —h < G, < k), y la otra con datos en el
bandwidth por encima del corte (i.e. £ < G; < k + h). Por ultimo, en
diversos casos se ha visto también el uso del kernel Epanechnikov. Dicho
esto, Cattaneo et al. (2018) indican que las estimaciones suelen ser poco
sensibles a la seleccién de la funcién kernel. Se motiva a los alumnos
a probar los distintos kernel y comparar sus resultados en la préctica
debido al bajo costo computacional de llevar a cabo esto.

2. Seleccién del bandwidth, h. Como vimos en la Nota 2 3, la seleccién de
h involucra un tradeoff entre sesgo y varianza. Es importante resaltar que
en esta parte nos enfocamos en la seleccién 6ptima de h para obtener un
estimador eficiente de 7,. Dado que hay un tradeoff entre sesgo y varianza,
este estimador no serd insesgado debido a que una selecciéon muy pequena
de h llevaria a un estimador muy wvolatil. Imbens y Kalyanaraman (2012)
fueron los primeros en sugerir que se minimizara la media de los errores de
la estimacién al cuadrado (MSE por sus siglas en inglés)?. Posteriormente
Calonico, Cattaneo y Titiunik (2014) refinaron el calculo de la h 6ptima

2Los errores en este caso son Y; — g(G;) para observaciones dentro del bandwidth: k —h <
G; < k + h, donde g(G;) se estima utilizando el LL.
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utilizando también como funcién objetivo la minimizacién de MSE. La
funcién objetivo es:

MSE(7,) = Sesgo®(7,) + Var(7,) = B2+ V
_ h2(p+1) B2 + LV (106)
nh

donde los términos B y V son los componentes del sesgo y la varianza
que no dependen directamente de h y n. Estos componentes se relacio-
nan con la estimacién de E (Y;T — Y,¢|G,; = k). Por lo tanto, tenemos que:
B=B,—-B_yV =V, +V_. Donde los componentes del sesgo se pue-
den aprozimar como: B, ~ ,u(fﬂ) B, B_~ pPt) B En este caso
los componentes B, y B_ dependen de la seleccién de la funcién kernel
(K(+)) y del grado del polinomio local (p). Dado que en nuestra estimacién
asumimos estos componentes, el paquete estadistico de rdrobust utilizara
métodos plug-in para estimar estos componentes. Y ademas:

(p+1) — lim "B (}/;T|Gz = g)
* gkt dGr

+1 C —
’ul(7p+1) = lim A" E (}/z ‘Gz — g)
gk dGgr*

Estos componentes uip“) y p*) dependen de la curvatura de la media

de la variable dependiente. En el caso de la LL, estos componentes seran
estimados con un polinomio local de segundo grado (o mayor) y utilizando
un bandwidth b (que no necesariamente es igual a h). Esto lo veremos gra-
ficamente en clase. En este caso, nos estamos enfocando en un bandwidth
h en comun, pero existen extensiones sencillas que permiten calcular un
diferente bandwidth para observaciones a la izquierda y derecha del corte.
Esto vale la pena cuando la curvatura de ambas funciones E (Y'|G,) y
E (YF|G,) es muy distinta (lo cual se puede corroborar graficamente), que
la densidad sea distinta de forma importante (lo cual es raro dado que no
puede haber un cambio abrupto en la densidad alrededor de la vecindad
de k) o que la variacién de la variable dependiente sea muy distinta antes
y después del corte (como veremos abajo).

En cuanto al término de la varianza, los componentes se pueden aprozimar
2

como: V, ~ ﬁ V., V_~ ﬂé’ig:k) V_. Nuevamente, los componentes

V., y V_ dependen de la seleccién de la funcién kernel (K(-)) y del grado

del polinomio local (p). El término f(G,; = k) representa la densidad de

la variable definitoria en el corte k. Y ademas:

2 z T _
7% = lim V (Y716, = 9

o2 = lim V (YX|G,; = g9)

- g—k~
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Como resultado, el h 6ptimo tendra la siguiente forma:

h’MSE = (W) n (2p+3) (107)

Esta ecuacién exhibe el tradeoff sesgo-varianza y ademads muestra que la
h éptima disminuye conforme aumenta el tamano de muestra (n). Una
precisiéon final a hacer es que si el sesgo estimado de la b}, ¢y es dema-
siado pequeno (tiende a cero), esto generara un problema en la definicién
de h},;qp- Por ello, en algunos casos la estimacion del b}, ¢y incluye un
término de reqularizacion (R).

y s
fep = —— @513 10.8
MSE (2(p+1)32+ﬂ€> " (10.8)

Por default, rdrobust asume que este término es igual a 1, pero se puede
modificar como parte de las opciones para hacerlo cero.

3. ;Agregar controles? Aunque no es necesario agregar controles en el
contexto de regresion discontinua para evitar sesgo, pudiera existir una
motivacion desde el punto de vista de eficiencia. Para llevar a cabo esto
hay dos alternativas: (i) hacer partial-out de la variable dependiente y
estimar la regresion LL utilizando como variable dependiente los errores
de la estimacién; (ii) utilizar el comando rdrobust que permite hacer un
ajuste local de los controles para llevar a cabo la estimaciéon LL.

10.2.3. Inferencia

Como hemos discutido anteriormente, tipicamente estaremos interesados en lle-
var a cabo una prueba de hipdtesis acerca del parametro poblacional de interés.
En este caso, 7,. Para esto, serd necesario derivar la distribucién de nuestro
estimador 7.

Una particularidad que es importante tomar en cuenta al momento de calcular
el estimador puntual es que el sesgo no es igual a cero. Existen dos alternativas
que tipicamente se utilizan para corregir el hecho de que en el estimador puntual
hay sesgo:

10.2.3.1. Estimar y corregir el sesgo

En este caso, veremos una solucién que emplea solo los datos que estan dentro
del bandwidth elegido por h},¢p. La distribucién del estimador (7,) es:

LonoB N(0,1) (10.9)
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Hay dos aspectos a tomar en cuenta con respecto a la distribucién:

= Ignorar el término del sesgo es incorrecto al derivar la distribucion. Es-
to puede llevar a sobre-estimar significancia. Dicho de otra manera, ten-
dremos efectos significativos en mayor proporciéon que la realidad porque
nuestro estimador esta centrado en 7, + B. Es decir, tiene sesgo positivo.

= La varianza a su vez debe estar afectada por la correccion de agregar el
Sesgo

Para corregir por el primer punto, una posibilidad es generar un estimador de B
y centrar los intervalos de confianza en 7, — B. Previamente, para el calculo de
Iy s se habia detallado que un estimador del sesgo se podia realizar utilizando
la curvatura de la media de la variable dependiente con respecto a G;, por lo que
se utiliza un polinomio de mayor grado al que se usa en la estimacién puntual
para tener un estimador del sesgo. Esto lo ilustraremos en clase. En cuanto al
segundo punto de correccién de la varianza, la introducciéon del estimador del
sesgo B hace que la varianza sea mayor a la que seria estimada por métodos
tradicionales (e.g. OLS). El comando rdrobust presenta el intervalo de confianza
con esta correcciéon de sesgo y varianza en la liniea indicada como robust. Es
importante notar que el intervalo proporcionado por el comando esté centrado
en 7, — B y no en el estimador puntual que discutimos previamente. Al igual
que en el caso de OLS, la varianza puede ser ajustada para el caso de cluster
SEs. Es importante que el estimador del sesgo en este caso se lleva a cabo con
un bandwidth igual que el estimador puntual (h},¢z)-

10.2.3.2. Utilizar un distinto bandwidth para generar intervalos de
confianza

En la seccién anterior se utilizé el bandwidth h}, ¢y para el estimador puntual
y para llevar a cabo inferencia. Sin embargo, dicho bandwidth se seleccié por
ser 6ptimo como estimador puntual. Una alternativa es utilizar otro bandwidth
para llevar a cabo inferencia: uno que sea éptimo para dicho propésito.

Esta alternativa consiste en utilizar el h},qp para el estimador putual y poste-
riormente seleccionar uno que minimice un estimador del error de cobertura, que
representa el porcentaje de las veces en als cuales el intervalo de confianza que
resulta de una estimacién no incluye el valor verdadero. Esto da lugar al hipp
que se estima como parte del paquete rdrobust. Tipicamente hfpp < Ry g
También existe una alternativa como parte del paquete estadistico rdrobust de
estimar un distinto bandwidth a la derecha y a la izquierda de la discontinuidad.

10.2.4. Tests de robustez

A continuacién enumeramos los tests de robustez mas comunmente aplicados en
las estimaciones de regresion discontinua.
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1. McCrary test. Una condicién fundamental en la estimacion con el méto-
do de RD es que la variable definitoria no sea manipulable. Si lo fuera, las
unidades de observacién podrian elegir su posiciéon con respecto al corte
(posiblemente basado en sus caracterisitcas observables y no observables)
para influenciar si recibirian el tratamiento o no. esto harfa imposible
distinguir si las diferencias en la variable dependiente se deberian al trata-
miento a alguna de estas caracteristicas. Un test tipico se basa en observar
la distribucién de la variable definitoria via histogramas o densidades ker-
nel. El McCrary test (2008) consiste en llevar a cabo una densidad kernel
usando solo las observaciones a la derecha de la discontinuidad y otra con
las observaciones a la izquierda y evaluar si el estimador de la densidad
en k es distinta usando ambos estimadores.

2. Tests de falsificacion. Estos consisten en utilizar controles como varia-
bles dependientes. Otra alternativa de distinguir que caracterisitcas de os
individuos no provocan que se seleccionen a un lado u otro de la discon-
tinuidad es utilizar variables pre-existentes de los individuos y llevar a
cabo las estimaciones de RD empledandolas como variables dependientes.
En general, deberian encontrar continuidad, es decir, no deberia haber un
cambio abrupto en el nivel de ninguno de los controles en la discontinui-
dad.

3. Diferentes bandwidths. Pese a que ya hemos discutido a detalle la se-
leccion del bandwidth, para el caso en el que usamos un mismo bandwidth
para inferencia y estimacién puntual, podemos llevar a cabo un test de sen-
sibilidad para mostrar qué tan sensibles son los resultados a la seleccién
del bandwidth. La literatura tipicamente emplea para estas sensibilidades
un bandwidth igual al doble y la mitad del bandwidth éptimo que se usa
en los resultados principales. Idealmente, el resultado no deberia ser muy
sensible al bandwidth, pero es importante indicar que de ser sensible al
bandwidth (especialmente al doble del caso base), esto no quiere decir que
los resultados deban invalidarse, sin embargo, sugeriria que posiblemente
hay una curvatura importante en las medias de los resultados potencia-
les que se estan estimando. Una alternativa recomendable para tener un
bandwidth adicional es seleccionar uno utilizando cross-validation. Para
esto, podemos establecer como funcién objetivo la media del cuadrado de
los errores y seguir los pasos establecidos en la seccién 5.2 del Capitulo 3 .
Imbens sugiere también que dada la naturaleza local del RD, se puede ha-
cer cross validation quitando observaciones de las colas de la distribucién
de G,. Algunos autores, por ejemplo, usan reglas de dedo como quitar la
mitad de las observaciones de cada lado de la discontinuidad.

4. Diferentes cortes (placebo cutoffs). Este test consiste en llevar a cabo
simulaciones en las cuales se modifica artificialmente el nivel del cutoff k y
se llevan a cabo las estimaciones suponiendo que dicho corte esta en otro
valor de la variable definitoria. Al ser falsa esta aseveracén, los efectos
obtenidos deberian ser muy pequenos y no significativos. Este test suele
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ser parecido en espiritu a lo que se conoce como tests de permutacion
(e.g. Fischer Exact Tests).

5. Quitar observaciones cerca de la discontinuidad. Este test no es
muy popular debido a que la teoria de RD indica que la identificacion del
efecto es local justo en el punto de la discontinuidad, k. Sin embargo, en
casos en los cuales se sospecha de manipulacién este test se basa en que los
valores més cerca de la discontinuidad potencialmente son los mas suje-
tos a manipulacion. En este se caso se quitan algunas observaciones cerca
de la discontinuidad y se repite la estimacién. Obviamente, estamos refi-
riendonos a intervalos a remover muchos mas pequenos que el bandwidth
optimo.

6. Estimaciones paramétricas globales. Como se mencioné en la seccién
77, los resultados de la estimaciéon que utiliza LL, suele compararse con
estimaciones paramétricas globales (i.e. no restringidas por el bandwidth)
con distintos grados de polinomio.

10.3. Extensiones del modelo RD

En esta secciéon comentamos brevemente y con pocos detalles técnicos algunas
extensiones del modelo de RD.

10.3.1. Regresion Discontinua “Fuzzy”

Como comentamos al inicio de este capitulo, existen en la préactica casos en los
cuales algunos individuos que son elegibles para recibir el tratamiento deciden
no tomarlo e individuos que no son asignados al tratamiento, consiguen una
manera de tener acceso a él. Esto se conoce como imperfect compliance. Algunos
ejemplos de fuzzy RD incluyen: (i) PMT, como Progresa/Oportunidades; (ii)
becas basadas en la calificacién de algin examen de admisién estandarizado.

Para esta seccién serd necesario entonces distinguir entre asignacion al trata-
miento y tomar el tratamiento. Para ello, cabe hacer una aclaraciéon en la nota-
cién a utilizar: T} seguird siendo una dummy para identificar si el individuo %
recibe o toma el tratamiento, mientras que una varible adicional ahora serd Z,,
que es una dummy que indica si el individuo ¢ es asignado al tratamiento. En
el caso de RD, dicha asignacién es via una regla que es funcién de la variable
definitoria G;. Al igual que en las secciones anteriores, asumiremos que existe
un corte y que los indiviuos no pueden modificar su posicién de G; respecto al
punto de corte (k) que establece la elegibilidad. A diferencia que el caso de RD
Sharp, ahora, Z; = 1{G, > k}.

En cuanto al tratamiento, este es ahora una funcién de la asignacion al trata-
miento, y de forma similar a los resultados potenciales, cada individuo tendra
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dos posibles escenarios: ser o no asignado al tratamiento. En cada posible reali-
zacion de Z;, el individuo podra tomar una decisiéon con respecto a si toma o no
el tratamiento. En este caso T;(Z,) serd una dummy que indica si el individuo ¢
toma el tratamiento y esta decisién es funcién de la dummy Z; que indica asig-
nacién. Dada esta notacion, existen cuatro tipos de individuos, que previamente
hemos descrito en el contexto de experimentos aleatorios:

(a) Always takers: aquellos individuos que sean o no asignados, deciden si
tomar el tratamiento. Es decir, T;(1) = T;(0) = 1

(b) Never takers: aquellos individuos que sean o no asignados, deciden no
tomar el tratamiento. Es decir, T;(1) = T;(0) =0

(¢) Compliers: aquellos individuos que si son asignados al tratamiento deciden
si tomarlo, pero si no son asignados, no lo toman. Es decir, T;(1) = 1 y
7,(0)=0

(d) Defiers: aquellos individuos que si son asignados al tratamiento deciden
no tomarlo, pero si no son asignados, si lo toman. Es decir, T;(1) = 0 y
T,(0)=1

7

En la fuzzy RD, la probabilidad de formar parte del grupo de tratamiento tiene
un cambio discontinuo en el punto de corte G, = k. Sin embargo, dado el
imperfect compliance, la probabilidad no cambia de 0 a 1. El hecho de que haya
un cambio abrupto en la discontinuidad en el punto k indica que en esa parte
de la distribucién existe una proporcién razonable de compliers. \

En los contextos antes descritos es posible estimar dos parametros simplemente
siguiendo la estrategia de sharp RD:

= Intent to Treat (ITT): 7,00 = E [(T;(1) — T;(0)) (YT — TY)|G, = K]

» First Stage (FS): 7pg = E[T;(1) — T;(0)|G, = k]

Si ademas de estos pardmetros, nos interesara obtener el efecto promedio de
tratamiento, serd necesario agregar dos supuestos adicionales a los establecidos
en el sharp RD:

1. Independencia de asignacion. Y;© y YiC no dependen de Z;.

2. Monotonicidad. T;(g) es no-creciente en z si x = k. Este supuesto es
similar al supuesto de variables instrumentales que indica que no deben
existir los defiers.

Cabe destactar respecto a los supuestos, que contrario al caso de variables ins-
trumentales, en este caso no es necesario asumir exogeneidad. Este supuesto
se sustituye por el hecho de que las observaciones son muy similares en una
vecindad alrededor de la discontinuidad.

Siguiendo con la estrategia de variables instrumentales, en este caso podremos
estimar el efecto del tratamiento para los compliers que ademds tienen G, = k.
Este estimador correspondera a:
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__limy e B[Y[G, = gl ~lim, - E[Y[G; = g
$ = T, BTG, = g — Hm, - BTG, =]

(10.10)

Para estimar el valor de 7, nuevamente podremos utilizar el resultado de dos
regresiones locales lineales, ya que como explicamos anteriormente, utilizando
los supuestos de sharp RD podemos estimar el 7,74 v el Tpg. Para obtener
el estimados del efecto de tratamiento 7; basta solo utilizar el cociente de los
pardmetros previos:

7= UIT (seq - tfrd, st) (10.11)
TFs

Con respecto a la seleccién del bandwidth ahora la seleccion es mas compleja ya
que no solo existe la posibilidad de elegir distintos bandwidths a la derecha e
izquierda de la discontinuidad, sino que ademaés tenemos dos outcomes involu-
crados: Y; y T;. En general, la literatura sugiere elegir un solo bandwidth: aquel
que sea el minimo bandwidth 6ptimo del MSE que se eligiria entre usar Y; o
T,. Tipicamente, T} suele tener un comportamiento mas plano (menos variable),
lo cual suele implicar que de ambos outcomes, suele ser el que esta relacionado
con un bandwidth menor.

Finalmente, para llevar a cabo inferencia podemos utilizar nuestro resultado del
método Delta y emplear la siguiente distribucion:

ST (A 1 2
NH (Tf—’Tf) = N (077_2 . VITT+ 7TIZT 'VFS—Q' Tlgﬂ 'CO,UITT,FS>

FS Trs TFs
(10.12)
donde
4 2 2
Vier = TR (Uwr) + UY(l))
4 2 2
VFS = fG<k> : (UT(T) + UT(Z))
4
Covrpp ps = m : (UY(TLT(T) + UY(l),T(l)>

Necesitamos obtener estimadores de estos componentes: a%,<r)7 a?,m, U%<T>7 a%(l),
Oy (1) Oy@,r@ Y fa(k). Eltltimo término se puede estimar ficilmente uti-
lizando una densidad kernel. En cuanto a los otros términos, se pueden esti-
mar con los términos de error que resultan de las regresiones (LL) que se uti-
lizaron para estimar 7;pp y Tpg. Para clarificar la notacién supongamos que
Tirr = Qy(p) — Qy(q) Y TR = Qp(r) — aT(l>3. Podemos definir a los términos de

3Y (r) corresponde a utilizar Y como variable dependiente en la regresién (LL) con los datos
a la derecha de la discontinuidad (i.e. aquellos entre k y k + h). Y (I) es similar, pero utiliza
los datos a la izquierda de la discontinuidad. Asimismo T'(r) y T'(l) corresponden a utilizar T}
como variable dependiente en la regresién (LL) del first stage.
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EITOT COMO €y, ; = Y; — fy(,(X;) para los valores a la derecha de la discon-
tinuidad al usar Y; como variable dependiente. Similarmente, podemos obtener
los términos de error €y(;) ;; €p(r); ¥ €r(),i- Y con ello podriamos estimar:

1 N
o?,(l>:ﬁl;1{k—h<6‘i<k} é2

Y,
. 1 )
53 = N ;uk <G <k+h} &,
1 N
5%, = , Y Hk—h <G <k} &,
lN
53y = i le{k<G <k+h} &,
1 ZN

a'y(l)7T(l> Nl Z l{k h < G < k} ng(l) i G%U)

1=

N 1 ~ ~
Ty (r),T(r) = N E Hk < G; <k+h} 6%/@),1‘ ’ €2T(r>,i
T =1

Aqui N, es el nimero de observaciones que caen dentro del bandwidth (k— h, k)
y N, el nimero de observaciones que caen dentro del bandwidth [k, k + k).

10.3.2. Multiples cortes

Una desventaja de las estimaciones de RD es su naturaleza local. Esta carac-
teristica puede ser parcialmente subsanada en contextos en los cuales existen
diversos puntos de corte. Ejemplos de estas situaciones incluyen: (i) votaciones
con mas de dos partidos, (ii) reglas escalonadas para dar recursos ptblicos o
privados y (iii) mecanismos de asignacién a escuelas con sobre-demanda.

Una estrategia que comtiinmente se sigue en estos contextos es recentrar el punto
de corte en un tunico punto (0) que resulta de restar el valor de la variable
definitoria para la observacién i de su punto de corte correspondiente k;. De
esta forma se crea una variable definitoria nueva: éi = G, —k;. Y utilizando éz
se puede llevar a cabo el procedimiento de RD como hemos explicado en esta
nota. El resultado de esto serd (en el caso de sharp RD:

T, =E (Y —YC|G, =0) = 7(kw(k) (10.13)
keX

donde X es el conjunto de todos los puntos de corte, 7,(k) es el efecto de
tratamiento en el punto de corte k y w(k) es un ponderador que resulta del peso
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definido por la densidad en el punto G, = k como porcentaje de la suma de
todas las densidades ). fq 4 (k| X).

Explotar los diferentes cortes equivale a estimar individualmente cada uno de
los 7,(k) y posteriormente analizar cémo se comporta la heterogeneidad de estos
efectos de tratamiento a lo largo de la distribucién de G;. Aqui en vez de tener
una sola observacién del efecto de tratamiento, tendremos tantas como puntos
de corte existan.

10.3.3. Kink-RD

El kink-RD es una pequena extension de RD y su intuiciéon puede entenderse
mejor desde el punto de vista de IV. Este tipo de RD consiste en situaciones
en las cuales en el punto de corte hay un cambio discontinuo en la pendiente
de la variable variable dependiente y potencialmente del estatus de tratamiento.
Algunos ejemplos suelen darse cuando hay topes en cierta cantidad de beneficios,
por ejemplo, beneficios de desempleo que dependen del tiempo de desempleo o
transferencias monetarias (como Progresa) que dependen del numero de hijos,
pero estan topadas para desincentivar la fertilidad.

Para poder entender la estimacion y la intuicién de como se estima el kink-RD
empecemos por definir que nuevamente, el pardmetro de interés es el efecto del
tratamiento sobre alguna variable dependiente Y,. Para poder llevar a cabo esta
estimacién nos enfocamos en cambios en pendientes de la variable Y justo en el
punto de la discontinuidad y dividimos dicho cambio de pendiente sobre cambio
en la probabilidad de tratamiento. Denotaremos esto como:

7 dE[Y;|G;=g| _ 15 dE[Y;|G;=¢]
_ My do, s R " < (10.14)
Tk = 7, dE[T,|G,=g] 1/ dE[T,|G,=g] ‘
lim = Zidl im e
g—k? 4G, g—k 4G,

Esta estimacion se puede llevar a cabo nuevamente via regresiones LL, solo que
en esta ocasién el enfoque esta sobre la pendiente de la variable definitoria en el
punto de la discontinuidad. Se sugiere al lector interesado en profundizar acerca
de este tema que revise Card et al. (2016).

10.4. Local randomization

Una tltima alternativa a la estrategia de regresién discontinua consiste en tratar
a las observaciones cercanas al punto de corte como un experimento aleatorio
local. Es decir, asumir que aquellas observaciones cerca de la discontinuidad
definen de forma exdgena su estatus de tratamiento. Esta interpretacién tienen
que ver con la motivacién de RD de asumir que las observaciones un poco antes
de la discontinuidad son casi idénticas a las observaciones un poco después
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de la discontinuidad. Dado que asumimos que estas observaciones cerca de la
discontinuidad se comportan aleatoriamente con respecto al experimento, la
estrategia de andlisis suele ser similar a la utilizada en los experimentos. Basta
con llevar a cabo una regresion de la siguiente forma:

Y, =7 T,+ X, B+ U, (10.15)

donde Y; es la variable dependiente, T} es la dummy de tratamiento y X, es un
grupo de controles que pueden o no ser incluidos. En este caso, la estimacién se
lleva a cabo sélo con las observaciones que estan en una ventana alrededor de la
discontinuidad. Es decir, aquellas cuya variable definitoria G; € (k —w, k + w).

Sin embargo, para poder llevar a cabo un anélisis de local randomization es
importante que se cumplan dos supuestos:

1. No manipulacion de la variable definitoria. De forma similar al caso
continuo, debe ser el caso que una unidad no pueda modificar o actuar
estratégicamente para afectar su posicién de la variable definitoria con el
proposito de afectar su elegibilidad al tratamiento.

2. Independencia de T dentro del bandwidth. Dentro del bandwidth,
los resultados potenciales dependen de la variable definitoria tinicamente
a través del tratamiento (7}) y no directamente: {Y;', Y} L G,|T;. En la
préactica este supuesto quiere decir que los resultados potenciales no deben
estar relacionados con la variable definitoria G, dentro del bandwidth.
Es decir, a diferencia que en el caso continuo, no de debe ser el caso
que los resultados potenciales tengan una tendencia (positiva o negativa)
conforme cambia G;. Por el contrario, debe haber una tendencia constante
(plana). Esto se puede verificar graficamente y a través de un test de
exogeneidad similar al de una tabla de balance que se usa en experimentos
aleatorizados (por discutirse mas adelante en la seleccién del bandwidth).
En caso de que esto no se cumpla, se puede hacer una transformacién
de la variable dependiente (partial-out) para remover la tendencia. Esto
requerird que se asuma una forma funcional paramétrica (tendencia lineal
o cuadrética, por ejemplo).

10.4.1. Fischer Exact Test

Una clara desventaja del método de local randomization es la pérdida de poder
estadistico que resulta de que pocas observaciones quedan en la muestra una
vez que se elige una ventana pequena de forma que se cumpla con el supuesto
(2). Un método que suele utilizarse con muestras pequefias es el Fischer Ezact
Test. Para llevar a cabo este método hay tres componentes que deben elegirse:

= Un bandwidth, w. Cabe senalar que este bandwidth es distinto en espiritu
de aquel del caso continuo ya que aqui no enfrentamos el tradeoff sesgo
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vs varianza. En cambio, aqui el bandwidth debe asegurar que las observa-
ciones que acaban en la muestra se comporten como un experimento local.
Por lo pronto asumiremos que w es conocido y mas adelante discutiremos
su seleccion.

= Un mecanismo de asignacién aleatoria para llevar a cabo simulaciones,
1. Dos alternativas comunes son: aleatorizacién completa o asignacién
Bernoulli. El ejemplo disponible en Cattaneo et al. (2018) utiliza alea-
torizacion completa. La asignacién Bernoulli toma una probabilidad de
asignacion a tratamiento especifica y cada unidad tiene dicha probabili-
dad de ser asignada independientemente al tratamiento®.

= El estadistico de interés (S(Y;, %, w)). Tipicamente serd la diferencia de
medias entre tratamiento y control. Noten que el estadistico es funcién del
bandwidth (w), de la variable dependiente (Y;) y del mecanismo de asig-
nacién (¢). Otros estadisticos disponibles en el software locrand son: (i)
Kolmogorov-Smirnov (KS), que calcula la maxima distancia de la densidad
acumulada de los resultados bajo tratamiento y control; y (ii) Wilcox rank
sum (WR), que corresponde a la suma de las posiciones de los individuos
en tratamiento (donde la posicion se calcula después de ordenar de menor
a mayor las observaciones usando Y;)°.

El objetivo del Fischer Exact Test (FETS) es determinar qué tan atipico es el es-
tadistico observado (5*, que resulta de la asignacién verdadera de tratamiento)
si se le compara con una asignacién artificial de tratamiento, donde se simulan
distintos escenarios de asignacion de tratamiento. La intuicién detras de este
método es que si el tratamiento no tuviese ningun efecto, el estadistico obser-
vado no deberia ser muy distinto a simular el tratamiento, ya que en ambos
casos el resultado potencial observado deberia ser muy similar al no observado.
Esto es similar a un ejercicio de falsificacion donde se simulan escenarios fal-
sos de asignacion del tratamiento. Dichos escenarios falsos deberian resultar en
efectos bajos o nulos del tratamiento. Por lo tanto, si el tratamiento no tiene
efecto, dichas simulaciones no serian muy distintas al estadistico observado en
la realidad.

El estadistico que resumira qué tan atipico es el estadistico observado es el
valor-p de una distribucién empirica de estadisiticos que se generan a través de
las distintas simulaciones. Imaginemos que las simulaciones generan la siguiente
lista de estadisticos: {5}, ..., S}, donde M es la cantidad de simulaciones. En
este caso el valor-p serfa (en el caso de una prueba bilateral)®

M % M "
Zm:l 1 (Sm 2 S ) Zmzl 1 (Sm < S )
M ’ M

(10.16)

p=2-min

4Una desventaja de este método es que podria darse el caso que todas las unidades sean
asignadas a tratamiento o control, en cuyo caso no se podra producir el estadistico de interés.

5La ventaja de este estadistico es que es menos sensible a outliers en Y.

SEn el caso de una prueba unilateral no se multiplica por 2.
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Para generar las simulaciones se siguen los siguientes pasos:

1. Se utiliza el método seleccionado de asignacién aleatoria (1),,) que define
para cada simulacién m a que observaciones les corresponde el tratamiento
y €l control. En este caso 1, es un vector que para designa tratamiento
o control a las observaciones que caen dentro del bandwidth: G, € (k —
w, k4 w).

2. En cada simulacién se calcula el estadistico de interés S,, = S(Y;,,,, w)

Un aspecto relevante de las simulaciones es que una unidad ¢ podria estar desig-
nada al tratamiento siendo que en realidad recibi6 el control (o viceversa). Para
poder calcular su resultado potencial contrafactual (el no observado), serd nece-
sario establecer una hipétesis nula. En FETs, dicha hipdtesis nula corresponde
a un efecto homogeneo de tratamiento, 7 (al ser homogeneo es igual al efecto
promedio de tratamiento):

Hy: YT =YC+r1 (10.17)

Cabe destacar que 7 bajo la hipdtesis nula serd una constante. Tipicamente en
evaluacién de proyectos se utiliza 7 = 0 para evaluar si se puede rechazar un
efecto nulo del tratamiento. Utilizando esta constante se podra generar en las
simulaciones el resultado potencial para cada observacién aun si esta no es ob-
servada. Por ejemplo, imaginemos que el individuo 1 recibié tratamiento y tiene
Y; = 10. Si dicho individuo en la simulacién ; recibe control, necesitariamos
conocer ch, pero solo observamos Y;'. Bajo la hipétesis nula YT = ch, por lo
tanto, en la simulacion ¢, dicho individuo tendra ch = 10. Si en cambio la
hip6tesis nula estableciera que 7 = 2, en este mismo ejemplo tendrfamos (bajo
Hy): Y =YT —7=10—2 = 8. En Cattaneo et al. (2018) hay un ejemplo que
vale la pena repasar y tener claro en las pp. 16-18.

Por tlimo, es posible generar un intervalo de confianza de 1 — « haciendo de
forma recurrente el procedimiento anterior. Para esto, se haran varias pruebas
de hipdtesis para un conjunto definido de {7y, ..., 7. }. Todos aquellos valores de
T que tengan un valor-p mayor a « serian incluidos en el intervalo de confianza.

Todos estos pasos descritos se pueden llevar a cabo utilizando el paquete Locrand
en Stata o R. Dicha funcién fue creada por Cattaneo et al. y sigue la notacion
descrita en Cattaneo et al. (2018) que es la principal referencia de esta nota.

10.4.2. Definiciéon de w

Por dltimo, la definicién del bandwidth w en el caso de local randomization sigue
la 16gica de identificar la existencia de un escenario similar al de un experimento
aleatorio. Por lo tanto, lo que se hace es restringir las observaciones a una
ventana G, € {k—w, k+w}. Utilizando estas observaciones se genera una tabla
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de balance y se calcula el valor-p de la prueba de que los coeficientes {7y, ..., 7k }
son conjuntamente iguales a cero utilizando la siguiente especificacion:

T, =7 +v Xy + -+ X + U, (10.18)

Si efectivamente tuvieramos algo cercano a una asignacion aleatoria dicho valor-
p deberia ser alto. Para definir entonces la ventana se prueban distintos valores
para w y el valor-p resultante nos dara informacion acerca de valores de w que
es razonable considerar. Recomiendo ver la Figura 2.5 en Cattaneo et al. (2018).
Asimismo, una tabla balanceada da evidencia a favor de que para las observa-
ciones dentro del bandwidth, Y; no deberfa de estar relacionada con G; mas que
a través de T}, como lo establece el supuesto (2) de local randomization.

10.4.3. Consideraciones finales

Muchas de las pruebas de robustez que describimos para el caso continuo de RD
aplican también en el contexto de local randomization, tales como pruebas de
falsificaciéon utilizando controles, revisar la densidad de la variable definitoria,
sensibilidad al bandwidth y puntos de corte placebo.

El uso de local randomization en vez del RD tradicional suele surgir bajo dos
situaciones: pocas observaciones cerca de la discontinuidad y tener una variable
definitoria discreta. Una ventaja es que en esta nota hemos revisado diversas
pruebas para determinar si una u otra identificaciéon son adecuadas.
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Missing Data

Uno de nuestros supuestos principales en MCO es que nuestra muestra es aleato-
ria y, por lo tanto, es representativa de la poblacién en general. De no cumplirse
este supuesto, nos encontrariamos con un problema de sesgo muestral. Este
problema puede no ser generado tnicamente por deficiencias de muestreo al mo-
mento de elegir las unidades para recabar los datos. También puede surgir de
que los individuos no reporten o no puedan reportar sus datos. Por ejemplo, si
estamos haciendo un estudio de los determinantes de las calificaciones de algu-
na prueba estandarizada en nifios de secundaria. Es posible que no tengamos
el dato de la prueba para algunos ninos elegidos en la muestra porque dichos
ninos faltaron a clases el dia de la prueba, se negaron a tomarla o los padres
no dieron consentimiento para el estudio. Otra causa de sesgo muestral surge
en el contexto de datos panel. Pese a que la muestra original cumpla con las
condiciones de ser aleatoria y representativa para la poblacion que se pretende,
al hacer seguimiento de los datos es comtn que algunos individuos migren, ha-
yan fallecido o ya no quieran participar en el seguimiento de datos. En estos
casos, encontrarse con una muestra mas restringida para la cual toda la infor-
macion esta disponible, puede crear limitaciones importantes de validez de los
resultados. La poblacién para la cual, la muestra con informaciéon completa es
representativa ya no es la misma si es que los individuos que faltan siguen un
patrén o tienen caracteristicas especificas (lo cual suele ser el caso).

Por ultimo, pudiera darse el caso que se quiera hacer un analisis representa-
tivo para una poblacion distinta respecto a la que se contempld inicialmente.
Esto puede ser visto como un problema de falta de datos también siendo que
faltan datos de individuos en particular que podria hacer que la muestra fuese
representativa para esta otra poblacién. Este es un problema de validez externa.

En esta nota primero describimos bajo qué condiciones la falta de datos no gene-
ra sesgo. Posteriormente, describe el modelo de Heckit, el cual utiliza variables
explicativas para agregar una variable explicativa en una regresion que busque
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remover el sesgo por seleccién de individuos. Por tdltimo, mostramos el método
de ponderacién invesa de probabilidades (inverse probability weight). Este méto-
do consiste en reponderar cada observacién para que la nueva distribucién que
resulta de dicha reponderacién sea significativa de la poblacién objetivo.

11.1. Planteamiento general

Imaginemos que contamos con una base de datos, la cual tiene informacién no
disponible para algunas variables. En estos casos nos encontramos con que solo
podremos llevar a cabo la estimacion para un subconjunto de nuestra mues-
tra elegida. En teoria estariamos interesados en los resultados de la estimacién
con la muestra completa, pero por razones logisticas, no es posible hacer esta
estimacion.

Primero necesitamos determinar en qué casos nuestra estimacién tendria sesgo.
Para ello necesitamos partir de nuestro modelo que queremos estimar:

Y, = X[+ U, (11.1)

Suponemos que podriamos estimar este modelo con MCO de forma insesgada si
tuviéramos acceso a todos los datos. Esto querria decir que E(U;|X;) = 0. Sin
embargo, tenemos algunos individuos para los cuales no contamos con todos sus
datos. Sea s; una variable dummy que indica si para el individuo ¢ tenemos los
datos disponibles y, por lo tanto, lo podemos utilizar en la estimacion.

Partiendo del modelo (11.1) podemos obtener:

s;Y, = s, X8+ s;U; (11.2)

Notese que estimar este modelo con todas las observaciones es equivalente a
estimar (11.1) con la muestra restringida, es decir, con las observaciones para
las cuales s; = 1. Por lo tanto, estaremos interesados en determinar bajo qué
condiciones podemos estimar (11.2) consistentemente.

En este caso, estamos utilizando todas las observaciones, por lo tanto, aun no es
un problema el sesgo muestral. Necesitamos enotnces fijarnos en las condiciones
de primer orden de la estimaciéon para determinar que no haya sesgo. En este
caso, las condiciones de primer orden serfan:

El(s; X;)(s;U;)] = E[s; X;U;] = 0 (11.3)

porque s7 = s;. Por lo tanto, no habra sesgo si E(s,;U;|s; X;) = 0.

Situaciones bajo las cuales no tendremos sesgo entonces son:
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1. Si s; = f(X;). En este caso E(s;U;|s;X;) = s;E(U;]s,X;) = 0 porque
por condiciones de MCO E(U,|X;) = 0. Imaginémos que en el ejemplo
propuesto anteriormente las autoridades escolares deciden “esconder’ 4 lo
nifios con promedio menor a 7. Por lo tanto s; = 1{Prom,; > 7}. Siempre
que incluyamos como control en nuestra estimacién el promedio del nino
(Prom,) no habré una preocupaciéon de sesgo muestral®.

2. Si s; L(X;,U;). Dicho de otra manera si la seleccién es “aleatoria’ 6 al me-
nos independiente de variables observables y no observables del individuo
que influyan sobre la variable dependiente. En este caso se cumplird que:
E(s;X;U;) = E(s;) E(X,;U;) = 0. Esto podria suceder si tenemos una mues-
tra muy grande y decidimos omitir observaciones al azar o si se pierden
examenes de algunos nifios de forma accidental.

Un caso en el cual habria sesgo en la estimacion es si tenemos observaciones
truncadas basado en los valores de Y. Imaginense, por ejemplo, que las escuelas
deciden esconder los resultados de los examenes méas bajos. Supongamos que
s; = 1 solo si Y; > c. En este caso tendremos que s, = 1 si U; > ¢ — X3. Por
lo tanto, s, no serd independiente de variables no observadas (o del error) y
tendremos sesgo en la estimacién de (11.1) con la muestra restringida.

11.2. Heckit

Una solucién a casos en los cuales la variable dependiente no es observada pa-
ra algunos individuos y si parece haber sesgo muestral selectivo, consiste en el
modelo de Heckman (Heckit). Este método es un estimador de maxima vero-
similutud. Se basa en la idea que la selecciéon de observaciones disponibles se
puede determinar como una funcién de X, y algunas otras variables que no
afectan a Y. Es decir, especifican un modelo de seleccién:

s; = Z~v+V;} (11.4)

donde asumiremos que Z; incluye todas las variables de X; y otras adicionales,
que el error V; es independiente de Z; y que:

Ziv =" +"NZu+ -+ vuZwi (11.5)

'En este caso debe cumplirse ademés que la calificacién de corte (7 en este caso) no este
relacionada con términos no observados que puedan afectar la calificaciéon. Por ejemplo, si se
excluye a los de promedio reprobatorio y ser un alumno con promedio reprobatorio te influye
en el 4nimo, lo cual a su vez afecta tu rendimiento en el examen, entonces controlar por el
promedio no sera suficiente.
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Basados en el supuesto que (U, V;)LZ; y partiendo de (11.1) obtenemos:

Y, =X+ U,
E(Y|Z;,V;) = XiB+ E(U| Z;, V;)
= X8+ E(U;|V;)
= XiB+pV;

(11.6)

donde asumimos que E(U,|V;) = pV,, lo cual surge del supuesto de que U; y V;
son conjuntamente normales con media cero.

Esta ecuaciéon no puede ser estimada dado que V; no es observada, pero podemos
utilizarla como punto de partida para estimar E(Y;|Z,, s;):

E(Y;|Z;,s;) = ziB+ pE(V;|Z;, 5;) (11.7)

Dado que V; tiene una distribucién normal estandar, al igual que en el caso de
Tobit, podemos mostrar que cuando s; = 1:

B(Vi|Z,y5; = 1) = B[V, > Z{7)

7%

¢(Z7) (11.8)
= L = \Z!
a(ziy) M
Sustituyendo este resultado en (11.7) obtenemos:
E(Yi|Zi,s; =1) = XiB+ pA(Z]7) (11.9)

Cabe notar que en este caso asumimos que V; se distribuye como una normal
estdandar. Este supuesto es clave para poder estimar 7 y asi calcular para cada
individuo A(Z!v). Dado que V; se distribuye como una normal estdndar y la
definicién (11.4), tendremos que:

Pr(s;, =11Z;) = Pr(V; < Z[~) = ®(Z]v) (11.10)

Por lo tanto, el procedimiento del modelo Heckit consistird de los siguientes
pasos:

1. Se estimard (11.10) utilizando el modelo probit para estimar . En esta
estimacion se utilizardn las variables de Z, y todas las observaciones (in-
cluso aquellas que no cuentan con la variable dependiente, i.e. aquellas
para las cuales s; = 0).

2. Se utilizard el estimador de « para calcular A(Z/~v) para cada individuo.

3. Utilizando X; y A(Z/~) se estimar4 la especificacién (11.9). En esta estima-
cién se utilizardn unicamente las observaciones con variable dependiente
disponible (i.e. aquellas para als cuales s; = 1).
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Esta tltima especificacién generara estimadores insesgados de 8. Puede ademas
utilizarse esta estimacion para evaluar si existia sesgo muestral. Para ello sim-
plemente se evalia si p = 0, donde p es el coeficiente de la variable A\(Z/v). En
los casos en los cuales se rechaza la hipdtesis y tenemos evidencia de que p # 0
tendriamos que la estimacién de MCO con solo las observaciones que tienen
s; = 1 generaria estimadores sesgados de (.

En clase veremos un ejemplo de estos modelos utilizando los siguientes comandos
de Stata:

= webuse womenwk

» sum wage education age children married

= gen si=(wage$<$.)

m probit si education age married children

» predict probit_Xb, xb

= gen mills=normalden(probit_Xb)/normal (probit_Xb)
» reg wage education age mills, r

= heckman wage education age, twostep select(education age
married children) rhosigma first

11.3. Métodos de Descomposicion

Los métodos de descomposicién se desarrollaron en los 70s para cuantificar di-
ferencias promedio en salarios por sexo y determinar qué proporcién de dicha
diferencia se debe efectivamente a cuestiones de discriminacién y qué tanto se
puede explicar porque ambos grupos son distintos en diversas caracteristicas,
siendo dichas caracteristicas (y no la discriminacién) las que podria explicar las
diferencias entre ambos grupos.

La primera metodologia fue propuesta por Ronald Oaxaca (73) y Alan Blinder
(73). Conocido como el método Oaxaca-Blinder, consiste en separar la diferencia
promedio de una variable dependiente entre dos grupos en dos componentes: (i)
la parte explicada, que corresponde a la parte de esta diferencia que corresponde
a diferencias en las caracteristicas promedio entre ambos grupos y (ii) la parte
estructural (o no explicada) que corresponde al remanente de dicha diferencia.

A continuacién desarrollamos algo de notaciéon para poder explicar la descom-
posicién Oaxaca-Blinder. Esta notacién sera nuestra base en el tema de inverse
probability weight}, que es nuestro objetivo principal. Esta notacién se basa en
el articulo de Fortin et al. (2011).
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11.3.1. Notaciéon general

En este método se hace la comparacion entre dos grupos mutuamente exclusi-
vos. Dependiendo del contexto, los grupos pueden ser: control-tratamiento, da-
tos disponibles-datos faltantes, no migrantes-migrantes, mujeres-hombres, etc.
Denotaremos a los grupos como g = A, B. Por lo tanto, podemos defnir una
variable dummy para identificar a qué grupo pertenece un individuo i como
Dy;+Dp; =1, donde D, = 1{i € g}. Asimismo, volveremos a la definicién de
resultados potenciales que habiamos discutido en el contexto de experimentos
aleatorios. Aqui, Y,,, Yy, serdn los resultados potenciales, es decir, el nivel de
la variable dependiente Y que el individuo 4 tendra si pertenece al grupo Ay B,
respectivamente. Por ende, el resultado observado sera: Y; = D 4, Y4, + Dp,; Y5,
Definiremos al contrafactual como el nivel de la variable dependiente que un
individuo del grupo B recibiria si mantuviera sus caracteristicas, pero pertene-
ciera al grupo A. Con sus caracteristicas nos referimos al valor de las variables
observables (X;) que utilizamos para predecir o explicar el nivel de la variable
dependiente (piensen en las variables explicativas de un MCO). Denotaremos al
contrafactual como Yy, p, -

El objetivo de los métodos de descomposicion es cuantificar la diferencia en
algin estadistico. Priomordialmente, este estadistico es la media (), pero con
el método de IPW podra ser cualquier estadistico distribucional, como algin
cuantil (7) o alguna funcién basada en la distribucién, como un indice de Gini.
Definimos entonces al estadistico de interés como 'U(Fygi‘Dsi>7 para g,s = {A, B}.
Aqui Fygi‘ p,, ¢s la distribucion del resultado potencial Yy; para individuos del
grupo s. Por lo tanto, Fy | =~ es observado (contrafactual) si g = s (g # s).
Entonces, el objetivo serd cuantificar la diferencia observada del estadistico v
entre ambos grupos:

AV =v(Fy, p,,) —v(Fy,,p,,) (11.11)

Los métodos de descomposiciéon dividen esta diferencia observada en dos com-
ponentes: (i) Ag, que se define como la diferencia estructural, es decir, aquella
que se debe a caracteristicas no observadas o a que las caracteristicas de un
grupo tienen distintos rendimientos que las caracteristicas del grupo de compa-
racién y (ii) A%, que la diferencia observada, es decir, aquella que resulta de que
ambos grupos tienen diferencias en las caracteristicas explicativas de Y. Para
descomponer la diferencia observada AV en ambos componentes utilizamos el
contrafactual:

(11.12)
=AY+ AY,

Por lo tanto, el tema de fondo consiste en la forma en que se debe estimar
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el contrafactual dado que los otros componentes de la ecuacion (v(Fy,_ p, ) ¥
v(Fy, |p,,)) son observados.

11.3.2. Oaxaca-Blinder

La descomposicién Oaxaca-Blinder utiliza algunos supuestos para estimar A*
(la diferencia en la media entre ambos grupos). En particular, emplea un modelo
lineal que separa los componentes observados y no observados:

Y, =X/B,+e; ., g=ADB (11.13)

y supone que los errores son independientes de las variables observadas,
E(e,|X;) = 0.

Dados estos supuestos, utilizando la ley de esperanzas iteradas (LIE), desarrolla
A* de la siguiente formas:

Al = E(Yp;|Dp;) — E(Ya| D y;)

ElE(Yp;|X;, Dp)|Dp;] — E[E(Y ;] X5, D 43)|D as]]

= [E(X;|Dp;) B + E(ep;|X;, Dy)] — [E(X;|Dp;) Ba + E(eqi| Xy, Day)] £ E(X;|Dp;) Ba
E(X;|Dp,;) (Bg — Ba) + [E(X;|Dp;) — E(X;|D 4;)|B4

Ak Ak

Podemos entonces utilizar el siguiente estimador y derivar el valor estimado con
la contraparte muestral:

At =Xp(Bp—Ba)+ (X5 —X4)Ba (11.14)

Para llevar a cabo esta estimacién pueden estimarse dos MCO (uno para cada
grupo) y posteriormente hacer los calculos o utilizar el comando oaxaca desa-
rrollado por Jann (2008).

11.3.3. Inverse Probability Weight (IPW)

El método IPW es un método de descomposicion en el cual se genera toda la
distribucién contrafactual, con lo cual se puede calcular cualquier estadistico
que utilice como insumo la distribucién acumulada. La notacién presentada
aqui se desarrolla para cuantiles (7). Por lo tanto, empezamos por definir a un
cuantil en este contexto como (), . y se propone estimarlo utilizando la ley de
las probabilidades iteradas:
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T= FY_q (Qg,‘r)
= B (Fy,ix,, (Qur1Xy) (11.15)

— [ Frx, Qe X)dFy (X, =B

En este caso, si quisieramos estimar la diferencia entre el cuantil 7 para ambos
grupos y descomponer dicha diferencia nos interesaria:

A= (Fylp, (0 = Fylp, (D) + (Bl p, ()= Flp (1) (11.16)

Por lo tanto, el componente que necesitamos estimar es el contrafactual
F;! (7). Para llevar a cabo esto, el método IPW utiliza la siguiente
Ya:lDp;,

estrategia:

By iy (y) = / Py, x,,yX)dFy, (X)
(11.17)

~ [ B, 6l0URAEy, (X)

Esto hace que la distribuciéon contrafactual sea simplemente una versién repon-
derada de la distribucién original de Y para el grupo A, donde el reponderador
es:

APy (X)

X)= iFy (%) (11.18)

DiNardo et al. (1996) propusieron este estimador y sugirieron utilizar la regla
de Bayes:

(11.19)

Con lo cual: Pr(Dg|X;)/Pr(Dg;)
V) = BrD 0 X)/PriDay) e

De esta forma W(X) se puede estimar utilizando probit o logit y las proporciones
de cada grupo, con lo cual tendriamos el estimador que buscamos. Por dltimo,
cabe senalar que en el caso de datos faltantes, no contamos con Yy observada
(asumiendo que B es el grupo no observado), pero si contamos con caracterisitcas
de este grupo, es decir, X 5. En este caso, la intuicion es que las caracteristicas
del grupo A se reponderan para que su distribucién sea la misma que las del
grupo By utilizando este ponderador se usan las Y, para generar la distribucién
del grupo B.



Apéndice A

Introduciéon a R

A.1. Ventajas de R

= Open Source (gratuito)

= Usado por muchos desarrolladores y en muchos trabajos, especialmente
aquellos intensivos en “data analysis”

= Sustituto perfecto de Stata aunque es menos amigable
= Visualizacion més flexible que Stata

= Es mas eficiente en algunas funcionalidades como uso de datos geograficos

A.2. DataCamp

= DataCamp es una plataforma que contiene cursos y contenido para apren-
der R y otros softwares de Data Analysis (ej. Python)

» Recibirdn una invitacién a su correo del ITAM. Tendrin acceso a los cursos
por 6 meses. El uso de DataCamp es opcional para el curso.

= Al usar DataCamp podran practicar como programar en R y el sistema les
da feedback inmediato

= Para usarlo no es necesario instalar R en su computadora, aunque para las
Tareas si lo necesitaran
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A.3. Instalando R

1. Entrar a CRAN e instalar R siguiendo el link relevante del cuadro que indica
“Download and install R”

= Windows: seguir los links “install R for first time” y “Download R
4.0.2 for Windows. Una vez instalado, regresar a la pagina donde
aparecia el link de “install R for first time” y elige el link que dice
“Rtools”. En la nueva pagina elige “Rtools40.exe” e instala.

= Magc: seguir el link “R-4.0.2.pkg” (notarized and signed)

2. Entrar a RStudio. Bajen en la pagina hasta encontrar la seccion “All
Installers” y ahi dependiendo si tienen Windows o Mac eligen descargar el
archivo “RStudio-1.3.1056.exe” (Windows) o “RStudio-1.3.1056.dmg”
y siguen las instrucciones de instalacion.

En DataCamp hay un tutorial para instalar R y RStudio también

A.3.1. R y RStudio
= R es un lenguaje de programacion con enfoque estadistico y matricial. R
ejecuta todas las operaciones que le indicaremos.

= RStudio es una interfaz que nos da flexibilidad al realizar distintas tareas.
Podemos integrar todo nuestro proceso de trabajo en el mismo ambiente.

= Para utilizar RStudio es necesario descargar primero R.

A.3.2. R Packages
= A diferencia de Stata, R no tiene los comandos en mends y su uso si
requiere del conocimiento del nombre de los comandos relevantes

= Los packages representan un conjunto de funciones, datos y comandos de
R.
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Figura A.1: Pantalla principal de RStudio

= Para instalar un nuevo package se utiliza el comando install.packages (‘nombre
del package’)

= Para utilizar las funciones que incluye dicho package hay que cargarlos en
la sesién utilizando el comando library(package)

= Se recomienda que se carguen todos los packages que se utilizaran en la
sesioén al inicio del script de R

A.3.3. Abriendo bases de datos

= Utilizar el comando setwd para indicar el directorio de trabajo donde
pondran la base de datos por abrir (ojo con la direccién de las diagonales

44/”)
e Ej. setwd(G:/Users/aaeag/Microeconometria_aplicada/Bases
Stata")

= Para abrir bases en formato:
e Stata -> utilizamos library(haven) -> comando read_dta("nombre_archivo")
e CSV -> comando read.csv("nombre_archivo")
o Excel-> utilizamos 1ibrary (gdata) -> comando read.xlsx("nombre_archivo")
En el script de ejemplo se muestra como abrimos una base de Stata

Otra alternativa consiste en utilizar la ventana superior derecha, pestana
“Environment”, botén “Import Dataset”
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Apéndice B

Métodos Experimentales y
Cuasi-experimentales

B.1. Motivacion

= Evidence-based programs
= Statistical methods:
¢ RCTs — promoted by agencies (e.g. J-PAL)
¢ Quasi-experiments — look for situations “simulating” an experiment

= Increased access to data and measurement of concepts

B.2. RCTs in practice

Evidence-based science

FREAK@RNOMICS
RAD\V

B.3. Some ideas

Objective: Measure the benefits (or lack of) that the program gives
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= Approach #1: Before versus after

/

Before After
- } Ben Eflt?
Before After

= Approach #2: Compare people with and without the program

Without With

___________________ — } Benefit?

Without With

B.4. Statistical concepts

Objective: Measure the benefits (or lack of) that the program gives

Ideal approach: Compare the same person with and without the program

1. Potential Outcomes

1. Potential outcomes

4 re

Sofia with Sofia without
vaccination vaccination
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2. Treatment Effect
TE = Y;T _ Y'iC

However... we can only observe “one” version of Sofia, not both!
Let’s imagine now that we compare health (Y) in two alternative worlds:

= No one gets vaccination: everyone gets their Y,C level of health

Y

» Everyone gets vaccination: everyone gets their Y7 level of health

Y

If we could look at both “versions” of the world we could calculate:

Average Treatment Effects: ATE = E[Y'] — E[YX]

E(YS) EYT) Y
Now it looks impossible + extremely costly
But, what if we take a sample instead of looking at “everyone”

We can still get very close to E[Y;'] and E[Y,C] if we choose “wisely”

ve T

Problem with self-selection — Bias

E(YS) EQ) Y

ve vr

Standard errors. In this case, Y7 — Y gives us an “estimate” of ATE. Thus
we, need to create intervals in which ATE could be.
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e >
Y Y

yc

B.5. RCTs

Objective: Measure the benefits (or lack of) that the program gives

= Solution: Randomization

Without With

Challenges found on RCTs:
= Externalities
= John Henry and Hawthrone effects
= Attrition
= Partial participation

Externalities. Mean that it is not possible to observe “control” in a pure form

e T
Y Y

Externalities. Depending on the type of externality, we would be over- or
under-estimating ATE

e iz
Y Y
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John Henry effects: a legendary American steel driver in the 1870s who, when
he heard his output was being compared with that of a steam drill, worked so
hard to outperform the machine that he died in the process.

Hawthrone effects: Hawthorne Works (Western Electric factory outside
Chicago) commissioned a study to see if their workers would become more
productive in higher or lower levels of light. The workers’productivity seemed
to improve when changes were made, and slumped when the study ended.

Attrition. Need to be careful with “selective attrition”

c T
Y Y

Attrition. Could result from deaths, migration, unwillingness to continue par-
ticipating

pe T
Y Y

Partial participation: treatment is not always enforceable

Not Assigned to Treatment

Doesn’t take

Treatment Takes Treatment

Doesn’t take
Assigned to Treatment
Treatment

Never-taker Defier

Takes Treatment Complier Always-taker

Partial participation

Yi=v%+mZ +U;
T =m0 +mZ;+V,
LATE (ATE on compliers)

oY
o _ 9z _m
oT — T
oz

## RCT in practice
1. Identify the causes of a problem that you want to solve

-Complement this with field work
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Intervention

Outputs

e ——
S

Outcomes

Improved health and child development

Figura B.1: Theory of change

2. Build a theory of change

3. Associate your theory of change with a list of indicators

T S S

Knowledge Questions asked to SMS questions. Measured once
women about child
care

Empowerment Instrument to ask Survey at clinics Measured once
women

Better clinic practices ~ Satisfaction Administrative data Measured each time
questionnaire they visit their clinic

Improved child health  Length at birth Vital statistics On date of birth

Figura B.2: List of indicators

Trial registry

1.

Identify the causes of a problem that you want to solve

. Build a theory of change

. Associate your theory of change with a list of indicators

IRB / Ethics board (example)

. Pre-pilot

. Monitor / FOI

= Selecting your level of treatment
-Individual level
-Group level
-Locality level
= Selecting your sample size
= What to do if you have several “treatment arms”?

= Setup your monitoring tools
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Example:

Control ) "
NeinSention
Treatment 1
(107 clinicas)
Treatment 2
(111 clinicas)
Treatment 3
(108 clinicas)

Prospera Digital

e [
EiztreE Dt +
i + m

1l

B.6. Quiz

= In an educational project some treatment schools decide after you rando-
mize that they cannot participate. Your implementing partner wants to
substitute those schools with new schools from the control which really
want to receive treatment.

= Should you allow for this?

= In your financial intervention you gave debit cards to people in treatment
localities. You realize that some people in the treatment are not using the
debit card at all.

= Should you define them as part of the treatment or the control when
making your analysis?

= In a health intervention you are giving workshops to patients as part of
an intervention. Your intervention takes place in two States (one poor and
one rich), half of the clinics in each State is treatment and the other half
is control.

= Your implementing partner tells you that it is very inefficient and expen-
sive doing half and half. That they can only afford to do one full State
treatment and the other control. If this is a take-it or leave-it situation,
what would you do?

= In a gender violence project you are giving one-to-one advisories to vic-
tims. Your treatment is distributed at the locality level. Some of your
beneficiaries seem to be improving and ask you that they want to invite
their friends in the community who have been also victims, but are not
receiving “treatment”.

= Should you allow for this?

= Quasi-experiments
o Difference-in-difference
¢ Regression discontinuity
e Natural experiments

e Matching
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= Objective: Try to find a credible scenario for the “control”
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